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Polynominterpolation

Das Ziel einer Polynominterpolation ist es, ein Polynom zu finden, welches (oder wessen Ableitungen) an bestimmten Punkten

bestimmte Werte annimmt. So kdnnen Wertepaare gebildet werden nach dem Schema |X;, y;= p(m’) (Xi)) , wobei (m;) den Grad der
Ableitung angibt. Damit eine Stiitzstelle der m-ten Ableitung hinzugenommen werden kann, miissen bereits m Stiitzstellen mit
niedrigerer Ableitung gegeben sein, nur dann ist p vom Grad < n und eindeutig bestimmt.

Das Polynom hat die Form p(x) = an_l-xn_1+...+ao-x0 Als elementarer Lésungsansatz kénnen die X-Werte der Stiitzstellen in f

bzw. dessen Ableitungen eingesetzt werden, die Koeffizenten a,.; ... ao als Vektor herausgezogen und das Ganze gleich dem Ergebnisvektor

gesetzt werden: M-d = b Durch den Gauss-Algorithmus kann eine Losung fiir a gefunden werden. Unter bestimmten Sonderfillen
gibt es schnellere und numerisch genauere Verfahren:

* Die X-Position jeder Stiitzstelle ist gleich, es werden nur die Ableitungen variiert — Taylorreihe
* Eswerden nur Stiitzstellen der eigentlichen Funktion (keine Ableitungen) betrachtet — Lagrange-/Newtoninterpolation
Lagrangeinterpolation

Die Lagrangeinterpolation ist ein leicht versténdliches Verfahren, das jedoch rechnerisch nicht sehr schnell ist.

; X=X, _ < _|1 fallsi=k
P(X) = ;) Yi'Li,n(X) mit Li,n(x) = 11 x.—xj. dabei gilt Li,n(xk)/_(si,k o fallsi#k 1
Jj;i C Kronecker-Symbol

Aus dieser Darstellung wird ersichtlich, dass p (oder genauer a;) linear von y; abhéngt.

Newtoninterpolation
Fiir die Newtonsche Interpolationsformel wird p dargestelltals p (x) =YotV¥y ~(x —X0)+ Yo (X —X0)~ (X —Xl) +...

An der Stelle %o ist p = Yo — Yo = Y o. Die tibrigen y kénnen durch Auswertung an den Stiitzstellen so ebenfalls iterativ bestimmt

Yo Yo B Yi—Yo Man schreibt nun y; = {[Xo, X3, ..., Xi],

_ _ o ( _ ) _ _ mit f[xo, .. , x| als i-te dividierte
werden: Yy, = Y1~ Yo — Y1~ Yo y,= Yo Yo Vi\Xa™ X — X7 X0 Xi7X Dijferfenz zZu den. Stiitzstellen Xy, ..., X1,
X =X, X;—X, (xz—xl)-(xz—xl) X,— X, wobei f[xi] = yi ist.

Die dividierten Differenzen ermdoglichen eine besonders effiziente Berechnung der y:
Xo| F1%0)=yo x.1—f[x Innerhalb der Newtonschen
N %, XJZM Darstellung  kdénnen jeder  Zeit
X f[X ]:y X=X \ _ f[Xl,Xz]—f[Xo,Xl] zusétzliche Stiitzstellen hinzugefiigt
1 1 1\ _ fIx,]—flx,] /f[xo:xpxz]— . —x werden. So erfordert das Hinzufiigen
f[xl’XZ] 2 70 einer n+1-ten Stitzstelle nur die

X3 f[xz]:)’2/ - Xa™ X

Berechnung von n+1 neuen, dividierten
Differenzen.

Die Schwierigkeit bei der Newtoninterpolation liegt im Ausmultiplizieren der Newtonschen Darstellung zu einem normalen
Polynom.

Approximation einer Funktion auf einem Intervall

Eine Funktion f: [a, b] — R soll durch ein Polynom an den Stiitzstellen (X, Yo = f(X0)), ..., (Xa, ¥a = f(Xa)) interpoliert werden.

Sei f n+1 mal stetig differenzierbar, X, ..., Xx» € [a, b] verschiedene Punkte und p das Polynom durch diese Stiitzstellen, dann existiert zu

fUeE,) d

-w(x) mit dem Knotenpolynom o)(x) = H (X—Xl.) Daraus folgt:
(n+1)! i=0

M (x)

jedemx € [a,b] ein &, € [a,b] mit f(x)—p(x)=

< max (X

Im Allgemeinen ist nicht sicher, dass

n+1
o rx)=plxl < mox Ty max el < max B omal™ im flx)=p(x) =0
YeObIIéB-Abszissen Y= b—a 2i+1 1 +bﬂ
Hierbei werden die Stitzstellen auf 2 n+l 2 2 gelegt. Dadurch wird der maximale Wert des
b—g\™
Knotenpolynoms minimiert: ~max |w(x)|=——| 27"
x€ [a,b] 2

Approximation einer Umkehrfunktion auf einem Intervall

Sei f: [a, b] — R bijektiv und (Xo, yo = f(X0)), ..., (Xn, ¥a = f(Xa)) verschiedene Stiitzstellen von f auf [a, b], dann kann f* durch Interpolation
der Stitzstellen (yo, Xo), .., (Vn, Xn) approximiert werden.



Splineinterpolation

Da eine Interpolation mit einem (unendlich oft differenzierbaren) Polynom bei mehr als ~5 Punkten zu starkem Uberschwingen fiihrt,
versucht man bei der Splineinterpolation das Gesamtintervall in viele kleine Intervalle zu zerlegen, an deren Grenzen (Stiitzstellen) die
interpolierende Funktion nur endlich oft (stetig) differenzierbar ist. Im Folgenden sind die Stiitzstellen sortiert, also X;.; > X;.

Lineare Splines _ > O
Bei linearen Splines werden die Punkte mit einfachen Geraden verbunden. Die Funktion ‘_\ T / \
ist also stetig, aber nicht glatt bzw. stetig differenzierbar. Zu einer Menge an EK
Stiitzpunkten existiert genau ein interpolierender, linearer Spline s(x). -4 2 O i2 4
Fehlerabschitzung: 5 N
Seien die Stiitzpunkte die Funktionswerte einer zwei mal stetig differenzierbaren =
Funktion f(x), dann gilt: ~ max |f(x)—s(x)| < L max If""(x)-h,, mit h,, = max X,,—x
X€la,b] x€la,b] i=0,..,n—1

Kubische C2-Splines 5
Bei kubischen Splines werden je zwei Punkte durch ein Polynom dritten Grades 8 /LI
verbunden. Bei C2-Splines wird dieses Polynom so gewéhlt, dass das Spline an den ) ’ o
Stiitzstellen 2 mal stetig differenzierbar ist. Dadurch wirkt sich die Verschiebung einer 2 2 A b RS
Stiitzstelle global, auf das gesamte Spline aus. g ) i
Berechnung: : ey
Die Teilpolynome werden dargestellt in folgender Form:

1/ ( X\ — X)3 ( X—X, )3 Diese entsteht durch zweifache Integration einer linearen
si(x)= 6l x —x Mty 4 "M, |+c;(x=x,)+d; Funktion (grob gestrichelte Linie im Bild). c¢; und d; ergeben sich

i+1 7 A i1 A

aus der Stetigkeit si(x;) = si.1(Xi) = yi:

h? Yisi™ Vi h; Die sg. Momente M; lassen sich aus folgendem
d,=y——M, Ci:T_é'(MHl_Mi) mit h; = X, —X; § Momente &

; System berechnen:

b Diese Matrix ist strikt diagonaldominant und
Ho 7\0 0 daher unter den angenommenen
.. M : Bedingungen invertierbar (16sbar).
h,_, h_,+h, h, 170 Y Y Yi Vi | Benoétigt werden in der ersten - und letzten
6 3 E M - h R i=l..n-1  Zeile auBerdem die Randbedingungen.
i i-1
. . . n .
A My b

Typische Randbedingungen:
« Natiirliche Randbedingungen: s''(a)=s"'(b)=0 — b,=b,=X,=A,=0 p,=pu,=1

0
« Hermite-Randbedingungen: s'(a)=f"(a) s'(b)=f'(b) - _hy A = h, b = YimYo
Fo‘? 0T g 0T T p ~f'(a)
Minimalitdtseigenschaften: 0
Sei s(x) das kubische Spline (natiirliche oder Hemite-RB) durch die T hn—l A = hn—l b =f '(b)— Yn~ Vi1
Stiitzstellen (x;, yi), und g(x) eine beliebige, zwei mal stetig 5 3 " 6 " hn_1

differenzierbare Funktion durch die selben Stiitzstellen, dann gilt:

b b b b
f fr(x)Pdx= f s"(x)zdx+f (f'(x)=s""(x))dx> f s''(x ) dx
a a a a
Fehlerabschdtzung:
Seien die Stiitzpunkte die Funktionswerte einer vier mal stetig 2 i fiir k#0
differenzierbaren Funktion f(x), dann gilt: hmm

‘f(k)(x)_s(k)(x)‘St'esl[lpb]‘fw(f)"h;f mit k={0,1,2} , t= P fir k=0 und natiirliche RB

fiir k=0 und Hermite-RB




Newtonverfahren

Das Newtonverfahren dient zur Approximation von Nullstellen. Das Verfahren arbeitet iterativ,
f(x,)
f'(x,)
Man kdnnte auch sagen: Man approximiert f im Punkt x, durch ein Taylorpolynom 1. Grades und
berechnet dessen Nullstelle. So kann das Verfahren verallgemeinert werden: Sei F : R2 — R® stetig

differenzierbar und F (3_2 ) = 6 , dann existiert eine Umgebung (Kugel)

ausgehend von einem Punkt x, wird ein Punkt X, , = X — berechnet.

n

/ Xn+ 1 X

e

BIS:{ x€R" | H X— %H <5} mit 6 > 0, in der das Newtonverfahren fiir alle Ausgangspunkte x € Bs gegen X konvergiert. Innerhalb

-

von Bs ist X die einzige Nullstelle. Fiir streng monotone Funktionen l4sst sich das Newtonverfahren globalisieren, sodass es fiir alle x €
. . ; . >\ 2 (o : : . IR -1\ (=
R® konvergiert. Ein Newtonschritt s berechnet sich aus JF(XH)- s=—-F (xn) , mit Jakobimatrix Jr. Somit gilt s = —J; (xn)-F (xn) ,
eine Losung mittels Gauss-Algorithmus ist jedoch meist schneller, als die Berechnung der inversen Matrix. Der Iterationsschritt lautet
nun X,,; = X,+0-S , wobei fiir 0 nach Schrittweitenwahl nach Amijo im globalisierten Fall der gréBtmogliche Wert aus der Folge

11
1L,—=,—,...
o

der sicherstellt, dass der Betrag der Funktion in jedem Schritt um ein Mindestmaf abnimmt.

gewihlt wird, sodass gilt H ﬁ(fn+0-§)“2 < H ﬁ(fn>H2~(l—2 50) : 6 € (0, 0.5) ist hier ein fest definierter Wert (z.B. 0.001),
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Unendlich

A Sprungstellen .
prung \._ viele Spriinge

Riemann-Integral =

Sei I :

a<

[a, b] ein geschlossenes Intervall und f : I — R Nun ist K‘\: S, Y
Xy<...<X,<b eine Zerlegung Z des Intervalls. Es gilt: -\g 77

" Wesentliche—%

X Unstetigkeit
Ulz,f)= 2 (X, —xy-inf (£ (x);x € [k, K, ) g
k=1 X, X, X3 X, X5
n 77R1emann integrierbar auf [x, x,; [x,, 4]
O(Z:f) = z (Xk_xk—l)'sup{f(x);xe [kk—lxkk]} Nicht Riemann-integrierbar auf [x,, x,]; [x,,x,); [x, x.]

k=1 Anmerkung: Manche Polstellen sind integrierbar

f heiBt nun Riemann-integrierbar auf [a, b], wenn U(z, f) und O(z, f) existieren und:

lim

n- oo
L]

U(z,f)=1limO(z f f(x)dx Ohne die Angabe von Grenzen F(x f f(x)dx heiBtF eine Stammfunktion von f.

n-— oo

Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so ist auch F(x) + ¢ eine Stammfunktion von f(x).

Eine beschrinkte Funktion f : [a, b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn es zu jedem & > O
eine Zerlegung z gibt, sodass O(z, f) - U(z,f) < €

Andert man f in endlich vielen Punkten ab, so bleibt ff dx unveréndert.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

J xlax= | floe=Fl)] = Flb)-Fla)=~] rlxloc 2 1(x)an=1(x)

Existiert der Grenzwert lim f f(x)dx = f f(x)dx , so heiBt dies uneigentliches Integral (Gleiches gilt fiir untere Grenze).

b -

Nummerische Integration

Die meisten nummerischen Integrationsverfahren basieren auf dem Ansatz, die Funktion (stiickweise) durch Polynome zu interpolieren

und diese zu Integrieren.

Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur
Ein Intervall [a, b] wird dafiir in 4quidistante Stiitzstellen xq, ..., X, mit x; = a + i-h und Abstand h= b%a zerlegt.

In Lagrangeinterpolation lautet das Integral:

a+n-h n

[ 1= [ proglxdx= 2101, (x)dx "2 b

n n

l—[ (a+s-h)—(a+j-h) '
i:Of a =0 (a+i-h)—(a+j-h) X ; a;,f(a+i-h)
j#i

o’—;::

Durch die Substitution x = a + s*h wird das Integrationsintervall von [a, b] auf [0, n] verschoben, die Werte a;, a . f H S— J ds

(auch Gewichte) miti= 0, .., n werden somit von den Grenzen unabhéngig und kénnen tabelliert werden: 0 '];3 i—j
n |Stiitzstellen Qin max. Fehler |Name .
Es gilt: 8 n=8n.4n
11 —lb-a) .., Trapezregel ' ’
01 33 2 (E) pezreg
— Es existiert ein & € [a, b],
2101, 141 =(b=aP g Simpson- / Keplersche Fassregel sodass
? ° 88 - e
. _ . \n+2)
3|1gl2y 1331 —3(b-af s, | 3/8-Regel / Pulcherrima ff = fp W< (n+1)! {b=a)
33 8888 19440
- Der rechte Term ist in der
49123, 7 3212 32 7 —8(b-a)’ ;) | Milne-/Boole-Regel Tabelle vereinfacht aufgefiihrt.
4 4 4 90 90 90 90 90 15482880 1
Fir obere Grenze
5 1234 19 75 50 50 75 19 -275(b=a)’ 04 | 6-Punkt-Regel (n+1) ; )
O 555! | 288 288 288 288 288 288 aaso00000 | ) g mc‘z)i]|f (&)] bestimmen!
6 |gl2345, | 41 216 27 272 27 216 41 M.f‘w(é) Weddle-Regel
6 6 666 840 840 840 840 840 840 840 | 14108774400

Summierte Newton-Cotes-Quadratur

Die Newton-Cotes-Quadraturen sind nur dann genau, wenn f auf [a, b] nicht zu stark schwingt. Andernfalls ist es besser, [a, b]
zunéchst in Teilintervalle zu zerlegen und diese Teilintervalle dann per Newton-Cotes-Quadratur zu integrieren. Man schreibt:

m—1 n

J'f( dehzzaln ]n+1

j=0 i=0



Integration im R2

sei X€,CR' ye€I,CR" I=IXI,CR"™

=? X)) = JFcx) R T

ton von £, % S Plme T e mFort K Hon. Siad edginied
Fey) tine 5 haorg FmiKflon von €, ro i1F = % Fogt c

E .8 i,‘.(aﬂ'
sl = " L o S L2 L] IHlﬁf‘f (3 ks
” LI-; ias S smasaenEnien }5:-’& prolem $ioh .‘fv’rJ 4 n:( o;ﬂ L
Siphe deha Vertvgihen wan {‘- d.! e 1:2 ] S $ o Ix = Ao
Jd “F = fvg InFpa =D (xX)K = x 43
= e IF(” I C‘Jﬁfﬂgzgqbd - & L4, a
i Hrenims: Brakiten > JAR Gtgpue swen  Sisaise peeogiiSe ey et 1 e

jestn. E Do @A Beclegony € 9bl, Jeodasy O(ar) —Viz, ) £ £,

Vg e ¢ tegrd [ = - .
E:; f.:,fph ll::f' jﬁ'.:“'e;""ff-‘ Liwm frfj]u";:. = r{(ﬁlalf se hepr dieg valigestln b ¥y Jr[f?,‘rt
by b—> 00

e ety -
s‘f[{..-?ref gil¥ a-ch o vnlese “5.4?142?. Srehe oLwef v Fd(;pq S el heme Glerh=gfige Kenvigue

o | iy ] i
sjc;”q‘_;f: i 1 xpil,. _c_mhxﬂ”‘ vind £: J=2IR Riemann~ TntegeiCrbay, /

wtwm W YE Dy din Pk ?“’ng Foholi, Monasn=infogeitslar,
: Bex'e Feakd

~— :
j_'j 'F(i.,-;] Gﬁ,‘)’j = (_[:lk?_(j}: {(E,;}JF d'f__:- - (J-Jr{{;‘f} u’f‘)ﬂ'f' Rg;:i’ﬁ Simg

@ \'I"'.-‘CE jx c/ e Fim Kidon i’\(x;l :J;’ f(%;: d;ﬂ;?uqﬂ,-,_ J‘q.‘tﬂ'&t'ﬁ-'é‘
=D Avs oSt R inpegritrberktid ven £ acf Ju vag Ty felgd nicht die Ristegeitrbaxtis
welh £ avf ]

> st £ Stebig AvE I, dann i+ £ Queh R. infeg-rerbar advf I, Ix vad 3y "“'ﬂs
gy vao h(x) siad eheaFully Uetmmnn- tnitgslevhat.

Ly Ao ¥ belrebigen reagen: See Mc T c R™ F MR i3/ Ritmann_ Joabetguibrhas, wean die
Forfsetzen £ T2 A Ri€nca,. Tutepvi®ber irh

IHFrilf”i' =IJ'FME'£'.| ox = J-j fexy * Xm Ix

= Wtnn € acd 7] RiCmann — Tatep-it-bar viud P Jerdan— mess bury  dann
A Ermgman (A f0g,f Brbar, i -
= ¥a; Mn-d; ﬂ;:rhj bertiil gegebin (P1= {r;ﬂ\ep}; aaxech, FiX) L f.‘:sztr.l"i} Qi en 5

Falxy o
SaqFex» Jom = § (I "Feyn I¥) In 2
1 - Xz fenox 4+ fon X
= | [y dx | & 350, ool - () ':’.L;F‘HJF *'Lfm X Lué” X -J;Mﬂ

XE ™

frt Eavg M



Egtrtwmptric
se; D < RPoFgen vy vnd 1 pR partiell Jiffestnaiebar. A s
stationartr Pkt Siatipsacd Peakle, di€
’

wenn gLt (3+ad 'f]! f’! :&‘_, 0 it X, Gn S
Keine Extromwesie sond heifien Safrelpenkit.
(Ko isF gen=v dana e Sariplpeakd weua:

Lo 1 = =1 oy I
Lon=1: £x) === (xp) =/ ' (x) %0/
roder Jﬂk-i‘w’, ot Acthr withs © SE Vh,‘-tr-lm'! s,

y hy1: (Heﬁ ‘F}(f,’) af herm; fesch wnd incefingg,

Xo st e dann @in EXtremweod Wb
Ly n=1: {‘T{X‘) . ='Fj-1{le1 =0 ‘Fff&ﬂﬁapf i med 2= o winh dr. Anex ides-
Able fong di€ makt mehe ¢ 57, Jeﬂge isf F1.., F7 wsses Slgﬁ‘_ji_b___.!ﬁ'ﬂl
Ly Maxivvw, wen £'ex) Ko Ly Miniawn, vene £itxe) >
Ly n>y: (Hess FYa) 0ok benitOh oN P tv odt wegdliv JEGAL
Ly Maxinvm) e enn Hes) £ hegefiv Jot Ly Haimesy, WEaA Hers £ positiv oef.
I;f_w_‘Ff i pine Ablgifrg HIHr'r;f A Xe baw (Hrr: {1{;},] wirh f h ey i bosch [!rmﬂr&;ﬁ}
e .
Se .-f'if kérat Avrsage ”’"?“"‘1

Jst be, > (HEJ"J {J[f:} prrifiv poé- “‘f"‘{"“
Ke'qt {d‘f.f e h;fl"a'a’q_ Mk H::I'J‘"l' O*Ihnrf. wid b’ h."’f!

VP'IJ‘E".TVI*‘P &
De ﬁ"‘- f‘; DR omay I.ur £ an Je, siefle X,

..I_’ gl-ﬂ“[e' /i kdﬂ{ E‘*Lfnu.r.-.‘f: sr'. - .
ﬂ ; « X & 0. £ief ein Lﬂhfﬂ Prayitvs q I'f

ein g lebalts Maximom, wean FLR) 2 €(X)
o frtne Vngehvy U Chiskieck, ‘Sodass fop) 2 f(0); X€ v£D.

P med AE O € Worn der Incley
1,... £ musra diefy A !

Mg T msre g ﬂWlﬂfvng

s Gwmideinity SO isk ebedullr
wil'fere ﬂéf‘ff}vnffq

wlan
P gy e GG WiranE £
EKTV?'\WBF{E vnt ér N“,E.-,{Q,-I: ; — e — — —— W e s s s
- o _
bqre FunKtiou, u';fffq B.tdmenge ay f

Se; DER'; fipaR et stety porfitli olf e omser
Exfremutrit umbersvih # we-dén solf. Nvn seien § im {-".1:‘-*#;, shetg pa-kifll oSi et 2i s bar
5 R gegeben, sodass: (3rad fl(x) =0y 3‘#(;}'-'0' vV k=%, 85, Xxed

Fun [KFiontn f. e 93 . 'D
* Dit ?”g":"nfg" ﬂ"”f ir f?"""f Gy oy ?"Jfrj musies Linedr vhalhin iy sein,
. ﬁ-.r, g 9]‘ : D= asfln 35N jf_ﬂl E:;Fﬂq-‘fnﬁ (st 2o 5 : n_"n g T T
=y L - T q
Ve, = FR) +37+ §6 = Fdrr £ D i) B0 5N =5 ond

Niem gi[g :
spién nv ™ . vael iBsy F8 ¥
Y l‘u‘— ech :Jv Gwad ifu ;lf g*ﬁ'rﬂ'f{ it Jred §s 355‘: fo 9/Lt: ffﬂ]=;; 5o muss X 2%
= <2 5 O i T Memye - stakignd yen Ponkiy
= v m ; hin2y 90fogh wen/tn, Dal Syste,
. Y heif? L:_,_..m-r..nmiun und Ax Sind Jie lages (#; pli Katore ;:ﬂn .-{rkf,L,phn;;r.
Die Ableifesg vid ¥ [efert ein Systes avy mw§ Jleiheyen s .lf h:'r- ‘: "
' 3 3 - NMew Fi Fur &hortn
(D ﬂ_{a; B?I = [4 +2 "ai!:r *"‘*?!2' ;‘f O\ | 7ot der Swrmy oitlormyes
v : XA(&), s Xn(X) 2¢ eshinea

X, [ 4 p SO 245 J und in Jen unbeeta TR/
%% 2 T‘m’f As 3 %n &in2. serzem, :
O+ Gagl te Ulage) 0 > Tl

. | P hb . ”—“‘-—F/

o[ Faut <lles sogr
L wifnn O 3F b
g+ {:, N wad B by v
= nichE Voa A HLH.J
L)Efrﬂhm v HBls  UwaKehe Fn K hon: vl
Xp avkgalost vud in £ eingesei2f weehy

Lt ¢ inpeviievbay, so Kamn cvily hath  tinew
Poam WKF:“FTHJE} Jit Meben ed i _9"’“_?-

=) Die Ar k Db cativary
Punkie [H-‘ifrﬂ'ri
BeJing wng) Muss bt
Nebent bedingeag tn
Aus o Pin 2eviarwnitn
vichlssszn PP

l

pie les ménge Jeg virterta
Teils _Fv;fj?‘ti.fh die Menge
| & tativuiytn Penkie’ Vnté

alle
Jer Mehenb eding-ny 9

,.__
e



Hesse matri X
se: D R": F:D3 R v mal Jiffe-mzibay awn ish!

arr - r it 2
£ fi‘.l = 33X 3_:- G b ' A | 24 )
kK 9% ; £ T ey
Do T
C3 7] i R

eIt £ -2 ma( sfelrg difceerzierlar, se 9olf: e _r o
Symameies.h, / IX; X 5—-—-—-%_ 5% vad Hes € it

Ke +Heuregp
seiea ACR', B<R™; CeR®; f:B82C difteeazitvhar; g:A=7 B difreeiziebar

nvw skt Hi:A2C H= fop eben €ally dicep, tn2iobar wnd €5 FilF:
DAG DA (R = DF(3() DG = Je(gd) » Jo) KA, 961 =7 <8)
oy 5

= | 2L = 2fq 1 rd 1 ¢
ﬁf?-r(x % m.@m{?ﬂ r—g‘%(x} %(x)

3fn '

L2 (910 - B (G| (R0 3B D)
Ly ma RY: 2 UVE) = U (v V'(x) ;i
Prodv Kt rege( -
.Str'rﬂ.{- R" 5;} - DR u"rf'ffﬂnz;hiurf X € B R D, V1] =1
Mva  ailf £, fi H-‘;hmgra”&‘hry:

2, (o) = 25Gegc) * F B = ol 9)-pd + FR) (i 7)

pi® Fﬂdﬂ'ﬁkfrrj’fl ‘p ave iy pactiellt Abieifungen, Man Kana dajy F.-,,E-_f‘_,ﬂfﬁ Aef 2w
-—:} Fun KHiontn 1] & m;’h,h!h vas'gllen norhr fi';'-f’lui 'Irrnfinq'na’r;,- able/#Pa e ofAsn

O e o o a omm e = s s =3

Lefern 10N Sj-f':e Mt! Ipf-f:bk:' v/ Ketlenvegl( Fov Bevle
2 1 I bt
v .0 'V = 4 sven) + Vex) s Vicx \
Algementet g—- ] iﬂ;m = ZI fLxe fr(x) x v Vi -
A keq L=z1 K=

I
.

sl

Rdfﬂ.h‘ﬂ f?r Y 3 v o: ?
L ¢ R =R e Witk ein Lelithiges Velumen iv R; UVI ftin Jnkal?
N X Fcﬁ)di *2(0v) ist oer Rand/( OLts rlarke)
v 'gﬁf_j irt B jafialfSinal Kleaty Flade, elevesr avs 3(av),
[ANVT 1R e hah arptn 20°g4ade MeraltavtKior vom 45

Fvs .k“"-'f”r'ﬂ( Koard:'k;?rf"'. 15 ., 2 F
-y 1 ) s - =)

kot (Efﬂ'} =W[|::¢ ﬁlﬂhﬂ

F 1, ;
T Wi F;r[?f ‘:—%“’_ %%.lff}
by vebe-Boal s rbeE) &0~ 20 -
C'Fx)) = C b F{i'l - S e ik | “-l
L vef (Feg » G(R) = yof (Fen) # vot (§ci)) div(Fea X G L— (‘irﬂ, H”’(Ftu]} d}.fm; f(ﬁiﬂ);
sref CywFen) = e -ref(Fen) t 92 (uei) X E”-? . i"af‘(kaf( an s 3?46"( JF(F;M]-&,F
’ hof[inf-{fs”ﬂ = grqg(p’;v(}‘jﬁ“ _é FT{“

sve :'T-F' f“l.fl'.r

Laplare- byp.afar

!Hf'f?""{’fim” Ll 5 . iy (vor( E':'n”"d'

Ly T {Rj" 3
Ein 2etidivensiongley Velte fold E:ﬂ‘-ﬂlhq bitr aly 30- vikporfeld « A g efa

ik o s 9E, s ?;_E_l :
i E{K_I;x.11 e — E" rl‘l‘rFlt] ﬁ fﬂr ( E1 - [ & § - }'—-"_;1 {.‘;,h] gxﬁ ‘: ,f]_]

E"{;'I.-?:l I 8 EJ



\Vev Favsktn Ve Anttgenl vof ﬂ;ﬁrﬁﬂwlﬂ

sey velR' effen, [«4,b] x[c,d] cv, £: V=R sttty partoe(( oi€re enz. ey
hackh ¥/ j :Le,d] ->Lab] stetiy JIF{F!HZ:PI&##; W:[esd] L b] ctely itteensm
) sY¥n vy € [<d],

ver) ¢ 9 St Jifertnzipnf dv avf [4d]
F) = j fr) 9K xelabl; relyd]

i)
Jdg Tyl T £ | ' f l
= =y (i{ﬂﬁnﬂ‘ﬂ‘% = jjm%; [:,/imr{('wn,r)-‘{’ 0 =1(m,y)-5 )

Pastielle Taleg-ubion
quﬂ 'Vfﬂ Ix = Ve - vew = IUﬁJ S /X mit U aly ein€ Jlamane pu kbfon ven y

Avs dem Jntegrn(sefe wa Gaun Fi-ffr ene th!’!,fhﬂnnﬁg er pavkiel|en Tuiffr'ﬂ‘f’ﬂ*':
_ V. eR", Kompekd; DV shikweye 3iat
$-dw(F) ] = [ J(ERNs~ [, Frgrad(8) I Futswn s
- L] H = ) f:
J\" -[av:r( / ") v F.grad(J) f -,r:ﬁw_u'fr V. sﬁ.r:*ﬁ.d-raf
51.*_1{ i et Fﬂﬂfﬂff{,

Sei HERH offen - DA Hump'lk* VHE: 3:-#'-“_ "'P-‘-':I'.blr; h :H= Hf,'w‘fki;r v ;;P}t‘},
parti®ll oifcesenzlevioar; £: HXIR™ stetiy v eell.

o def D h(f.‘} % plff-fj;!{ﬂ) s eafvedes posiiiy VE € H ode neyafiv Yt eH
E;’ HF T, J""h"' mi“ﬂ&ﬂ/; £ isr ar HT Ribmana=— ;4 Fr’r.r"f:iitr

fH,fcxl Ix = f;fah(tl) «|det(D heey)| Jt; Xenr;teDLH

Ser welie N!:_D eihe ;'rﬁl"ﬂqﬂht_ WFH“I?H!Q vind O[Ef(ﬂj}ft} =T {1;1, telN
ader o) minkr fapekiin G R R N, can 3Lk o€ gletkny iRB A,

IQFRJ" : . =¥ e N
;I w Ix [X=Vee) U (vet) - V(o) ot
. v=1(d) vk Yl ppecs wn X
L-;L-" L : L = WAl of vie M
skekrong £ U (ven) wexy I (2200 = [ U@ i °F vmebsiasip sein
s via) — aprr Ged hfrder
ks nifuat Il:i;l-zaq?
N ;Jtuhf}ptrdfdf e F: Vekfoudele e I frffq&#rﬂ;
pev thf;— Operdfer 51 @in Fymbelisihe, VRKter [ Kaqwftrishes Hﬂdr’-’-'anrn_ry,rf-i'gpn:
v - f‘?,\;_' vj}: ;‘up"'{j”i Pie 2 fauhe ﬂnulﬂv'r""j ‘nﬂf" Laplagp - & eraly
ah3 {I/F)z iy (F) = AT s AT = :,r s
TxFs Ws(r)Yin ' (V1 re (f))

i . IR n it T L] 1
ﬂ‘ nyjini Lin f- IR ""'-1! e {:} IR - R AV I’.ﬁ' [ S lf‘.‘f‘;jf—; L’nfvnn\; 1AV 18 Jaha(f
div (.FA T javi=ac (’ﬁ"ﬁ I Fa: h JJ) *3(av) itt des Rand (oge,r(51ke)

£ 3(AV) T odS Jof ey ivinirerinal Kivwer Flichensfiek avy
For karffsis he koordinafty Kool - ev); h Jo. han avfen 20igtnde Mebme|tn pober  Von
: . 45
(R = QFi a3y =~ BN o .
w(R =2 2E(R) = (9, R = s Fpcr)
15 / ———
sdiv iyt Ulintar Jurebi-Matiiy

b div (¢-R) = ¢ Jiv(E)
T dwfﬁu"‘@ = n';vf;fjf-o‘ib{g:g]

-3

«div (ugh-Fh) = {raicuan, Fad + wa i (Fo)



Cpezjelld FunKijeneh

Fen -4 ¢ fox) €' it o F
o' & | &€ |xbin-x | ln|
"lf"ifﬂ Sin(X) cos(x) _x'ﬂjh(ll'im asin (X) | 'ﬁ_:?—
sin(x) cos(x) ~5'a(X) X- aces (X)- 1.-;*“"?{?5“} | ?_15_1#
~Un (1cose) | tan () '.h (_“;’x'],__ [reator®-Fipedatan () o5
(1500 Cot(xy | 3—;?371_- _x-ﬂfﬂt(i']*ffﬁ(?_ act(t) | S5
in( 1%.?—':51&56((%1 sec(x) - tan(t) [X-asefl)-bopeyasec(d | proees
(2] e |- 22 rasdidnF]a o< Frrres
¢osh(X) Sinh (1) | corh 00 [K-asinh(X)-yX55n" | asmh(x) | 1 :
 Simh(X) J(ajl‘l”(ﬂ snh() _amhm_ﬁtﬁ' acwsh (x) -—W-—’-l_-—_i—ﬂ- X1
|Ln(tosh(ﬂ] tanh(x) M=tanh(x)* X-atanh )+ (n[r] atanh(x) ﬂ—x‘- ;WA
hh(sma(n) th() | Ty practhiedb{y acth(x) | =i/ >4
atan (sinh (%)) sech(x) —:—:{—ﬂﬁr Xasech()-ate{Z| a sech () | - o

Ln(lf..hml) esch(y) |

cs;h(x]mm:lfx]ﬂ,‘n L

s |-

Sihwit ' jhfﬂ f"-ﬁ,{

o [simtattIx = :E"f‘i:“fﬂ tX e sefcatiity =N

Jomgm® =

X+F

e 2T

qam=3
* (17 J (I‘*P”‘I) 3

ofyiTXEIX = “'m’qﬁ"g’ﬂ

i ; m22



Difrerentialgeome tric

0iffe/bn2iey bae  Maanigfaltiykes , .
Vicvprtmzierbare Mavngeallio Keifen Sind i% Priszip Geemetsigibe Fovnen (wege, Flichey Vilowen, ...
bie Dimension obr ""'-'rhm‘lei.'*f."g e F (m), algy e "Avzah( an &-‘rfr"-hfﬁ-.", in it wan shh ven gines,
Punke PEM Levesen kanm ohne By v veilasiPa, Kaun defti vor oo, Diveenrpn Jos Rpvatr, ia
fam Suin P fefinger, Verscnied b seiq, ic Sphare (Kvgelpberfiiite) efva isk tine 20~ thennig-

Falfigkest [m !H,?.

Un w? der Mu-'fﬁl’ff'?hf-'f vethnth zu KinnPy Lyguht won Rine Pasawefe-chsbieiferg yon M,
E:r:; il Ta ;;,, Regel Feaktienes mi: §:¢.§ -+q.«;_:_‘4’ wele, A ERM clie §eompfrinhe Fori
W SelR'- 5= Us; die Vditdmage mis dec Oimensiny o dor Manniyrelliprprs ist.
&Emhﬁ’ﬂ'lmh"fﬁ w A 5; Karletn Von M vine/ L;[‘Jﬁh Ew:-ﬁ-mﬂjﬁl;“‘ Mt PinPia !f?ffq,.l‘,

« ;¢ ktr;rh l‘ll:-"IFJﬂ" p’lf.&ﬂ," H"“;ﬂhﬂrp‘ir?ﬂfﬁ 5\’:’#. -"I'rr_f:;l é
* Fine Weaniy Faltigktit M heipt o rieaf s bas

UV 't pley karfe _f.: U2 VeEm exisrier
Rarme Ven P uvnd A 9lerd siw, B Sey

Eivn Bergpiel Fiy pive wiclit= Ovitnienpe - . H""’-‘u;.; :
Mann'y ﬁf.l‘}:; ket 13f  dag M3 bivs bane il Mﬁw‘i
T;,- fr':l,.i-q{; -th-il -«ff}-r‘j‘ﬂ VH}EH—-, 7 =

Das Verfahrn o e f.‘mmffr:';';ehry Lesv-ehit /e Sahg nady g?ﬂ_yn#ﬁ, Kas fem Fon Pine J"‘ﬂn.?ﬁ(l,(r‘t, ket
L;Fm,kf-‘lq;gw{ * Der Graph piner .ﬂj,h:‘vr? F: R IR Karn [eadf Bine Ftﬂu;}'{rd’#ﬁh”vﬁ, Suly
E.‘n,-';nhf.'u.ua M"“""‘?‘Fﬂ'iﬁxﬁ'ﬁ P ﬂl ﬂi’rf#ﬁrf wrw’m: X;ﬁ-jjﬂ‘ x: (fﬁﬂ,
hFdfqun-ir'-mfﬂ: De- ﬁ'ﬂ:ﬁlﬁ‘! Zwishe den Kaclerisihen Koord nate,
vt 1€ 910n  Polas Koo rinafen (“] i3f gegele el : (;;] & (

sBesdiveide € Eeakbiontn £ L i oden Rand

ifektie Lad rlefq,
, ktaa fu jlobn Pumfct Pfﬁ’] eine CffPne Ynmdehy
f, socasy V.q!r: V die pitatitrrpen der Tampealn(-

AT Porik? ¢
r-rvs[ﬂ}) #{?j J:‘!;i §
o) @ (X)= (qrqn 1{)}1,}] -
Bty 2vme Nl bunky 0 nfo'rmia Menge, 14 Keun s x|
ditst M Polaukesseing ity GAtnfs het werden iadfum {
ok Li:u.'fﬂv::: « S m:‘;ﬁ,‘#ﬂ @:_ -im fediomal Jeforoningg e -
Feamtiononsohar g 0q) destimmt: Loy hdily X ‘Ff"}’!\\w
72 a0 = [X]e fan (%) :=Fig e i § Xed vl oo Y(R)
Ly 2 ylindtr Koordinalen - Di€ Zylinse Keordiugfm Sing wit Polackogrds

x)
e Wﬁﬁ; hvr, l*lj,t €7 nosh Pimg -’y.'_.l‘:lf
Vasiab{e 2 948 di€ Unveinderr preilt: (3) o (¥ -coxlx

] - (F‘ I:"{‘f]) s Fepktiong( ,’rﬁm,‘,uqlff R
?

L) K“’jf{ Kﬁ.ﬂvbr;hﬂli €

i " F-Sin(8) - fa;('ﬂ ; * \,-‘:! 4{" 4 E]
) =(axasmn| & (8)e( v
V. Cos(8) e acos ey
¢ Fuonkbibnuldeies minanfe : p%-sin( ©) o kel ;.;r.«:.:-qﬁ..,, sind itn R" verallgtn eintrbav )
h'qv-'w{!afc ﬁlvq-ﬂ!‘fn'h'fw

ien Df 'E E mh}' Fi _.’.%H; E:E_"’nh- F v-{jl hf,.*.'h M{T_ﬂ_fr g C U M

F: D F existitst, rodassr F oz Gof wvad det(D§) s¢ ovf D, :gﬁm-}; tomd §7 stely
o Die 2y F vig G s0kiyeaden Kapfen haben i€ gleiihe Opienfifrony Skt

91-',“:1‘11 Detbrmingafe p

U, _'}n‘}t_?mf’t arc Mannig ﬁlf.‘:‘?#ﬂ-‘ﬁ btetihntnzv Koamtn, fe, .‘..:I'IIE-:;I'!" map  Kav/

By it man 0 e Direetindial Bray
Piastts en Kann Tsk &€ Divmbarion oe. Manpigfa(ty K&f vagleich de- Dimenrer doy Ravmty s dey,
soub Jiege befiadef, st eg with meglich, Jie Fenkijona( defevm inanfe fir dit Svi;;.-;.,ﬁ.{y.,-ﬂgft
v bildta . S latdowe kaan e WerZel aer o/bv Framyiben Defer w tnante als ValemPy'shyly fuy Fim
Stk AA de Manniylalfipgke s h€magezege wtiolpn : - ﬁ‘w

& i ,ﬂ%ff"‘f‘?‘ﬁﬂ' T Fepr T i -sEﬂ_. _’A ‘ M
[Fgpdn = [ Femcen - \FA #5;m = J“*@"dﬂ‘@‘“&ﬂ (D m)
A 5 / *Geamagihe Deftern inanie Jakeh; mgfrox Vem "
Aumcclony: Vitle Fifemaizittfone wit thoa Taspmity = asve Mormalnieliy sxilafpon ¢ %aif Besth-
anfjwflf! o/i€ gvamsihe  Defermingaie beve by, Shalr hp'l'rj: Mavn  man alyy df—‘} ﬁ ek e hes,




Wege | Kuyven )
Eine "“""“x ist Bine Eindimtartadle o o fRepn Lithare Fannig Falty ket im R
hve Prameltrasiellng X: JoRE: J= [ab); abeR hep? Wy,
Rcay heipé Anfangsprrkly Yoy heipt Epakd. o X wipt geshloge, veo Rep <X
Newn ¥ oavf EﬂfL} jmyBkiiy, 3¢ heip? X M odbi Elagqcher W{, :
¢ Existiest €in L, EIR, sedass Lx =sup (Z": XLt.JK(t...j} new; aste & & Sb, daw Leigr

X_ 'k*‘ f # x ”T E‘}b“fﬁ‘-. Lﬁ_? SFeeke T peinh n, 'l"“ Wff.""mﬂ
II"!’””H diftEvnzitibare Wege Sind VeKtif2ierbap, Tn Jitsem Fall ish dit Weplinge :

o I“ —-'E'fﬂl It = J'iﬂf-(] .. +(3xh(n]1 Jt

* feren X‘l‘ o Xﬂ ije (=73 4 neinandes lmj.n-}fnl :'i'nf&‘v’i“fﬂ Eﬂ;f‘i} (t.-, EJ.] “ (t,, ..,thn] (f"rg
ddnn  kan ;“*‘Hn o rese additren 2v _X_ =X. 0 &K‘ Xi(p) "'*"‘Hf ¢ € [a/1]

Ly siad X, ., X, Stetip difre ez trbar, Jam is? X rektiy; 3‘*#3 nf{‘;t i[f:,-fx b

- o w—
———I——-—-————I—l—-—-i—-l-------l-—--—--l--u-n---—--l-l-n—i--l-l- — — — T — -

}{wﬂni’n“ﬂu[t
Sei X g;,q ; F X~ R sketig; X:[a,b] --)){ Bin Stetiy Oifferenzi Htrbere- Weg: - o

v jmr deshlarstn e

\f FRidx = j{(mn [[DX(an It = J MCORETEE O S “';"‘.,.‘3’;.,,,*

1'“"\-[

F:x2 R e stetiges Vekter feld:

e A3 € inCmdegmal Kienls

Fep 4% = g = I .
"[ [(Ffﬂ :‘L‘-rﬁ) 4= J<F(xffﬂf ‘ag_l‘;(!r-%zﬁ: ven X 3?’7:::“”“ﬂfh'rﬁfrw T |

o e e e s S e e e e e e s e e e e e e e b e s e e e e — — — = =

Potentia
Existiont zvm Vekhtld P oben eine Stetiy payhiell Jireeny ovbare Stamm fou W!"’t $iX2IR,

swss: iy = (0 3)8 = (0] %X oo heps 3 ettt v -

o Wean X tin Gebitt is vnd F
f " ’ﬁfﬂﬁq? bes’f2b, 12 it _ki-'ﬂ 3 Ex:rhw Gemdy Jany €l potental VN F
o Jorvenuiegml wey 3 nth hing:9: wean vot(F) =0 VX

J Faix = T(xm)~ 5 (Xew)



(Ober) Flathen
E aé Ffﬂthf ri.‘lf‘ﬁll'i 2w Jl"'"ﬁ'wf! dl' r’rﬁ'ﬁlﬂﬂ’hf fani | ﬂ‘h[f?‘k‘ﬁr e fﬂ 'h 4?- 2-,

Eine Karje Ve F haf Fit Festelf: F Scfdvacy, fCR,; ¢ ﬂl_ Feer
« Eine Flgehe hf‘,af r_ﬁ-_ﬂ" = Pay FEH Hawh;rfﬁa'h.j Vnd s;rr{ N T P T |
-—._.____-'_,_.u—--_-r’

ingekiiv
Und hﬁl'\j (.I) r-') A 2 Fi 5;‘;.:’ ‘ :. urn? Fuvn/ 1 Skekig diftla, Al tiner & uhlepgiy
;-hhw‘hi ‘Mﬂ——ﬂ ::‘f-','c 3 bedecder F st oavf gag
fi F
Ly Die Rlﬂﬂ besds .ry.mf gy hith Fodof ‘;f et g cein, ‘EJJ::; ;-"""y:f H -”(H? an.ﬂﬁhr
:!'g‘:g.iulrhm{: -E’ E 5?
Filﬂl T= (l’-r,P:J + ‘BH(F‘:R‘J 8 .’E:.(F“ P".) ;A ¢R
— =5
Normalenfeld: = ZF 2F N - )
ne3 Mo = 50,0 X 569 7 ™0 = g
_\J{g_t _ﬂ—:}' __________________________

—_—-_————-_i———b_—r————.—l—'-_—_——.—;_—_—_——

F (& (ken *-"Ff_fuf{ { - R" ‘
Sei F:§5 2§FgReine veplive Karbe tive Flathe ; h: ¥R stehy;

[hads = [atraBE 4 = [[cron 13 x oy

hm.n he
Debtymjnssfe )

Ly Fﬁ'v h=z st !L(ﬂd’f {Irér Jt = J(ﬂ der Flackenisda{f ver &

yei um H FARN ein stefiger Vektorfbld:

Htf”: -{[(H(i) Aeaye® = [ (R, Ry ot

ﬂ’t -’ht:h#ﬂ we obta Kvraf Lo thil ":hﬂr

7. a"frf

2 -afrf




Jntegralsatae

Sat2 ven Jfe Kes » M: n=dimensgionale, Kowmpakie, i Fevenz;trbarp h#hn:;ﬁ“{fh&'l"
j do = [ @  *9M:iRan/ vea Py abshwitistie glatt; Indv2ievte Ovjentiesvng
M M s & : .ﬂeﬁ.:f diFferenLitrbare, dlfeeniteends Vifravty fial Corm avd » von §rad =1

ed w; dit Carfan- JLItiFvng ven =

ﬂv}"fﬂ!f: Ei H'IFF e -l“!{hﬂ'q\q f’f'hf;}l"’j Prr‘h?;’

*
nark Jta 5L ber driewfienfi P lagfeving i€ inratn
Be'frage der Vmlavie 2vhr Gliamfva tavd Paaswtive
avOhihen,

Ls Havptseh der Diffevenbinl- vad Tateqm(veihumg :
.

! b
= | $F . dx = £ = {1y~ *(a5) CR, offes
1 J ﬁx} 1 % (x)9In {J{l! (1) {{4] o f: [q, 5]4;& stetig SifFeyenzitrpar

g - OcTporpaacbKuu
Ly 7n T‘QSM'LLS*“ 2 Veh 9443' “VCIR", offen  +dS infinitesima| Kleinesr Hyper-

d.‘v = » Jv’ :J‘ r:" n"'- J n2a Flachan stvek avr 3V
j';l’ (Ffﬁl') Q‘u'( o, rfll} S i FivaR® steliy 4igkpsmaierbias

o # & [
sei bt x}‘gﬁhﬂ—rﬂh eine.  Pavamtfter - * N, : Nach avpen acigender Ngemaleneinhe')s ot ws 2y

J e t eV
ﬂl’ffﬂ[[""lﬂ' Vion QV . A "";-F'F‘squﬂjihe FE#F”’HHJ"E

S LFen, Nty 4 :Lr(F(h[,jh ﬁ:,(t.,(t}»-_{ﬁd@ph,ﬂl’;: Llﬁ)‘_fuft = L,(ff;f,,,fﬁ,m;

- i -
Pt N ) = [ﬂ’ ] [ﬂ’ N, Phei 4 Puex
®) = | — XX |— . C hen
-at_lr.ﬂ qt'ﬂ(ﬂ ; h,(h(ﬂ} > F——H{me
Dre Wirrel des grlnj'llfﬂ [edevm | nanfe st der Velubitn in hal? einer H;pr,ﬂi‘rlm:fﬁrkrv’ﬁ Dicre- 37
hies grecch Jew, des Paralltlefeps (%—:]r"r(%-::ﬂ) vl Soll(fe st oo ar |t NCAe)] w?jk:}-ﬂ’h,

Des weltees witiren der My, malenvekfor vag dit Vekberty 24) (2R ein Rerhfrewshem bildpn Miesss o
DY AT e mmury

i€ Pastimefbs darg ol dngepant wenlts, Tnfeyritetn in tabgegenseselasey Rithby Fanm 2 “
die ﬂn:t"s-‘”! TN 4“"”“! e Ak m e d ey :]ll?'l'f-i’fj ?;EE:I;E.:‘;‘““[ H‘Er;.H ¥ ﬁ'ﬁfﬂrh foh A, da

L-) K lass i sihe ]Hﬂyﬂ(;qfl e n Sf;kfj i ﬁ':R*"*R; stedy o F ¥ teenz Prbdr
— —r i =5 = - L d e la Fl’fd" j‘-f L Rﬂ'“ﬂ" 3!!
| ...f F AcCIR eine 20D, regulare ¢
{IG"T(F‘*‘L Ne ( )df J ( ¢ 4 a;'{’“> Is -ﬁ;j ein inCimiperinm( kignet fe’&'r‘rhfﬁir‘:rf“f A
: T : J dee Noscmalener et vt kior Vou
Se; L: C - AcC Qine Pqumf’fff arifel (vn & ¥ "
v:n. ﬁt"‘:—._lﬁl rg dﬁ [:nlt Seife: E@ 1 '4{; o incinirerimal Kuraes Weptiak avs 34,

s - 5 Jer Tan aftin eimh s vekior ven o8
J etcFa, R = I, (ot Fehen) A(rafyet * 7 70 e
%

ewei et wit kel precoh wit be fhvpriem Infegealsefs

Jei E :'5; IR"? ‘BA ‘.:..R] eink _ladr:n..efﬂ--"m ‘n i 3
Jaqxa#, So 9ilf for die rehfe seife: & ? ;

-4 - - .
§CFom Bandds = fy (Feze DKeun) 4]
e weg infegral_

9*"9@1 ’}:Hf Fﬂrl"\fl{"l }#Iqt'.grrqf‘r HILE fui!.pdnuf:.v . E_ [R'h’ X € v
[fes- 20 5 45 = l(f&. Age + grad (fd) - gred(96) ) IX B ot R Sk o
av

Rickpomgsablefuag van § ren Ay hy Worndenein h&fcleld ven 3V

*!kaﬁr%&-?m'%m]ﬁ " l(ﬂf]'ﬁ.ﬁﬁl ‘-Hfir-hﬂ'iﬂcfx *ﬁ;;\,—-’.-}’l,q



T;'?g orembhi sche  Fomkifgnen

L;.'n'-'m-j: EEZ
Sin(x) = %—5 (JH'.LH”) = <or(x- Z) s 1-co (8 = n e Z{-ﬂ"x“:"
ng (Ang1)l
e r____, = _1""'1']..
=banbff =frett =x I 1) = e
» Sin|=X ="""§t'h(‘;|

eSin(X £y) = sin(-co3(Y) 2 cos(x)-5in(y) x| =lafbl- sin Alak))
l-)-;:n(q_n = A-sin(x)Cos(K)

; =2
*5in fh-x] = ]_-'-'l;—"_' n wurt n=ir=1 ;_-L = x [P=K=1 H___,
i an)  «cor(X) {1 { = h-2x=1
‘;;t-ﬂ [1;-—1]5’“” ( pa 'l (or(x)
T (E':.) = X 4 [a-ca(X) B !:h[ms{;p} =c¢f{as:nb.’|} 3 y1=xt s “(‘“‘"{I]} V"' oy
b=
L™
sin(x)" ="%'Z(:)""’Un-m*r=- 2) 9 s = 2(1cs(an)
Kio z ix &
L, Keginus: '2(‘- : - - o
cos (¥) = "'TM' ’rﬁf..;- = cos(x+22) =Sin (x4 5) = Ty sl = Ede = " X
Pﬂ L

_5') (x) ( x* 4 & nze (&N
= Cosh( =3*':E;"‘"‘ "'] l - - : 1)_ 1-tan(§)* 4K
o Cos(-x) = + cos(x) Rt (A=t o 1+ tan(E) (7 -X)

* Cos(X£y) = Cor(x)+Cos() T Sn(XV5n(Y) x,r ¢ €

L] fﬂj ( %) ] :. Mﬂ
Eﬂr(‘lx}L Cos(x)™ =sin(0* = 1= sim(x)? (oS (at :
. ) (O ﬂ'h( =
faf(r‘l x (‘:‘),s.n(x‘)i:‘ Ca{(x)h-'lJ ij) i"l‘!" x:.i
T =: L &by =11 Lo (4(a4))
°cos(x)’ = T “cos{(n=3K)-X) §
( ) "QL ( ) ({h 1K) - X) __7.{:9;{}(] ;1(14»{5;{;1_;())
L Tangens : s
Hgf i (%) > :
Gegtnkathere o LB o _fun St MR
tan(K) = e = tond ™ P (T 2 S
,1,,.,{_;]:_5,«(;] .qu(ar.ﬂﬂj; —ﬁ'.*_;?r rfun(drﬂf(r}) E

II.D,{" B{p’}pyq,{‘fﬂ el e Tr:?'ndhp;s-}r"?ﬁ Fﬂrff{rﬂﬂﬂfﬁ Cimgl

jf"lll‘b c:-‘laﬂn #f__gt‘&bq' "'t“.-" wiine die z;yn-lﬂ"
Liegenden winKel mit Jea Eokiid'sihen Wer K 2pugen ( K Ueige Wi Jemd'ny) gebilef wealen.

Sin(x) 5in(y) = - Sin(ER) - cos(BEY) - con(x) 5 @E() = 2 con(22L) cor(22)

4tqn(r]th“{ﬂ = f_':_(_?_{:] 'fﬂ:{ﬁl"CuF{?’}: ‘1-5-'"[%!}-511(%#]
fﬂ:m -¢e1() -
scos(2 sinfR) = 2R sin(x2 T) =2 er(x 5K

sfin(x)- Sinlr) = > (l‘:ﬁ'f{x‘*}']"{ﬂf(ifﬂ] {ar(x\. cos(y) = 2 (f"!{l‘-)‘fr 'f‘fd"(x'!-?'ﬂ

o+ Sin(x)- iﬁ!EYTI = -—!5....[;; Y)+ sin( X+Y) esin(e): @]l = T gin(ax)
"itU-t X+f+ Y= T ( ) (

Lj t,n‘-tf:l'.'l "ﬂqu‘J.t;: {'” = fan (il =fan f} ~Las rr_] L‘, {‘.‘[ﬂ‘u f"‘l:‘ £ finfy) = fq fﬂj’bIH {I[(:E*] l'_O-JL]
Ls; h(ﬂ"- - fl-l"f + 50 -ra‘"! = L Cepfxc)-cos(f) « sy ) +1



Komplexe Redinyng & Funkiionen thepyi@

Tmagimee Einkeit | Evlershe Fermgl Be wey: b h N o h#

- 1 . S—— Y -h . ]

e e o)) ¢S Sl Ser
-2 4 - i _ nie O X i A1),

ol =1 v 7= : L} € =1 ces(9] - tin (4)

¢
Kemplexe Zahl
ﬂbeim.‘ahg Foam: Z =2y "":z'i;' Zy = Rt{i}; Z; gjh(?-'),‘ 2n Z; E'R; 2€(q

f-:f Mia fo 2pm0,Tn

Polarforn: 2 = |2 +@°2; [2I1B0; -W¢fy &M 1211, ¢ -#g 1
JIm FJ r T L 'I’ s - H&‘)f;‘iﬂﬂ

4 fZl=V2/ +27 = Y22 q:ts(.%'r) e 2;20  |afan (ﬁ{]fr oy

. 2? ﬂ'[El . ‘-I‘S((;o]] . j; :qr’(ﬂ= %!(‘&) - ."-4 By Boly

" > o2 al2]-Jn w2z L0 P v
R el

:i =2r~i2i rar)z=at] vocsh = ath : Lp_qh,ﬁmfaa

- e 4

Reckenregeln [a,b, 2 E'( he N Fiplikabion: . "

”;:*i"l"""“'i%”iu )+ (e LJ) b = Gty =40 4 o o) ] ] € 6
==08_= (dydh,)* i =bi i

g A L L Y eL(L"M

. b,® # b =1
h__.i‘p-}l'!'.‘: ke FEypeaenfafia: ;
n/z1 W mj!

AL
n = - h K n-pk=1 .
2" = T (Mt S ()t e
K=o ket 3 -

priiche Werzels . J""_ﬂ
.h"ﬂ‘f‘ ¥ 2 L(.fl"' K g»ﬂ‘; k

Ve = N

E sl =
Apantdfia 2 +LLKET
Er . _— .
02 = ¥ (es(z)ei s{a)) = € j B
_K..qfl'fffr Leger'fhmes ©

Ln(2) = Wn(21) +i(fa # K22); ke Z

oDe- Kompleze Logasith muy Lo veendlith viele Lasw ngen.
n de Regel e 3. Hamptueet (Kz o). 3y [/ danm
Jefiasect H(In Jtr Rege( ~Tr& T2 £M) An dea Grezes
l..-nif-th'; v Sam;? avth ik ﬂd-alr.ﬁ_

Toiponemeipizhe~ vind Hyp evbtl fonktiores ; .
Sin(2) = Sin (29 @sh(2i) * Leos(2A-sinh(27) Cos(z)= cor (&) corh (%) = in(2,)- sh( )
sinh(2)z cos(2;)-5inh(2,)+ [ sin(2) -Cd:l'la[ir] cosh(3) = co(2) 'c'ﬂ'u*]*i.r"'“fi:}‘$=‘ll~(2r)
tanh(2) = _ sinh (2 2,) i sin(az)

¢os h (2 2,) # cos (22 [ Cosh(22r) 4 corfa 2i)

sin([-X) = L-sinh(x) cos(ix) = cosh(x) fanh (({X)= {-tan (x) coth(ix) =~ L-col)

= q,..-, h-1

L. ' ewitndtt oy
Up eint Eindmtipktsd zv evresihen, yerwt
" th:h .f:..!nuﬂ; day dls Bildmtwc Jr- avg— Fomkfa,

Jiesty Tate-valls (2 isp Ln falglith




Komplexe D;fee-enziev harke, . :
;;Hpj 2 & F:]J-; C vn 6'1: €D; Zo .& ?D. f heip? Rompley difRetanitrhas jn 2o

¥ v Lim -t o e fs
wienn dtr §reazvert 252, fQ%T“_'_zd "'r{'ih] existiert,

iy = v lﬁ "'i'ﬂhfl?ﬂ‘if Se *.f; 7 F heolawmap .l avi I*
« Jst D eftin vnd £ in Jtd"!h Pynkt @ l..'b Kn.f 50 f '
o f ish micht Kemplex difcecmzitrbar I ) wenq zwei Folgen Lin fq, - ETE."{:L.. Rysshith

; Lim -
JedasT 1—_‘.:‘ ﬂﬂﬂ ":{1_.} # H*-:l' Cbn L j}:‘! '

Fiv holomophe Funkiiomen gelfon di¢ lenke, Regely, wie fur reelle, Jiffeetn2its bare FonKtioatn
(pre teegel, keftenpegel, Ablesfony voa Svmmen tic)

—— e s e T e e S e S e e e e e S e e S e e s e e S e e s e e e s e e W

Cavihy = Ritmannsihe Bi frecea fel ﬁ’”"“h"TF" va‘
Se: f: (20 = UW@2nz)+[ v(2,,2) = U(li’ﬂe §

Und F‘ﬁl-—’“"; F:: [:E:”!{!j Sor winm En_fﬂ,,ﬂl-" vea £ m ﬂ.tfﬂfn_
Flr ]

e { 54 avf iner oFFfentn Menge D 9Pnev dnan hﬂf'"".ﬂ:"‘f wean U nd v, baw U ood V
avf ? -}‘Rfr"f PIF.‘:!” ﬂ'l'm;hz-‘f"nv’ sind vnd Aol it Caviehy = Riewrgnn shtn Fﬁl; ﬂff_fﬁ,;

vV 2V v
eekviiiihn T _?_E=?_\: B ?_l!=__?__"d_', Pelasfors : ﬁ-..":-'!-..?- - e
BEasai Senl e 1l mTIR AT 9T, 39, 2l 3
il e =b) L, % g .2Y 35t f helomorphy 3¢ gind £ sells?, rerce
D‘r =n?? = b A mif az PE r"‘% P2y ﬂl"".f‘"‘jﬁ- L/ ?f!ﬂ-*mklr;nh v,nr F
£ ist Kenform (winkelfre) ¥ £7(2) # Kanform,

ot Es (5B ) gitps D)2 AR W v veblFys -2¥ 24

" i 5G] prs M) £8 - 5 o ei{F]) e % am ol

L £ isp anelly- vnd wirbelfre. S— S

———— — — — w—

anz® Funkilonm
« Jg¢ F h;lnlh;rr'} e sind £, U v/ v vntadloh of ¢ (Kempht) i EFerinz; e dar,

* Tt € aof ganz € helowmsph, s beipt £ Ganze Funkdhion
Sufz von Lipvville: Jst eine ganze Feaktion L‘ﬂ'ﬁp;hl'}, So ey 5t Kongtant rein. © wemy

el T T T I S ——

Fe P
allgemernts: Tsf F: €= Edhe!--m" we/ eyistien~ b, ¢, 0 ER, sodars V 2e 3. Lf: F-B:-:’:{
i " Fe Ve Lt
Bl bopiiec, s 0 f B b os e dpWLd - SaE

e Js s r:u(zr,ai) +L V(280 Z) holomeepd, 50 9il4 AU(y, gy =0 sAY(@,z) nit e Laplece ~gppaty

=7 2 2 x
A=Zrin. © LU+ 8., 20,20

23, ot 02y " P23
Ly u v v sind harsenish
Riewannsiher Abbil/vagssaty : . .
-Jtﬂ’ff eiafl, ‘zvumml'n]'-';%hﬂ? ebiet D & [ lant b bi holom s avf dit offtar Einkeifs kyeis
!|"T"t£t n‘ ﬂl&lﬂ“" Mur — 35 .': “2' { "1} & I'l-l'"lh‘-‘r" e
h UE £D ?.H !‘fﬁr"ﬂl’ tiag L;H'Uh!f.'.ﬁ‘ j‘iﬂ-ﬂrl'.} k-m -‘\afﬂ-rrf“‘ Uuk!ﬁrq‘f.'wr.nf 'Ellffri"{'
Ly Holomerphe FunKiioney sin/ for f 't'z.) 0 '-’hg'iu:-,??m. h%: :La(r iR ')f kel vmkehsber
IE? Seien 1 wnd Ml BiAFuh zusammenhanginde Gelit’€ ¢ ¢ ga, : exisfierd r‘:tf Lijektive,
Konfdrm AM--’U"‘"j wa M af i i ' ¢ ;
OfCemhe/ froafe
s D& L i, = £ I}-—i EC( lu‘ll-u-rf‘l ; £ h:r}l'lnpli-" Lo kaf Ik-llj'fﬂ"ﬂ o asn ist £ tl-h.,&”f
OFfftn, = 34 D e Geliet, Jamn [1# £ (D) witder 1 Jebitf
*Tst T ey Eﬂl'u‘ff}' faf D hlemogh vad &5 Buishtert ein Lokalty Maximm vou |F] avf )
dann 15F £ Kearland avf I, !
. BFS”:J [Flis D ein Lokales Pruvime B, in D, Jan itt £ tatvede Konsbont oder
(%) =c




Kompleke Kvrvin afegrd (e |
56 D6 € f: D> € stehqg; b eR; Y:[a,b] 2T €D stelig difce maitidar, Mon ﬁﬂff

fp for gz = [ fenda= [ecven- ') = ) Re(foven - Ye) ¢ + [ ) In(fexgey - Y'e)) o2

das Kxrxfn = bav. \-_-_-"t; §hf't'!u{ ven l:"' I-' d2e. T_

[o bomntiaisitg awti Wge S hiaTos Y Yo:[¢,d] 2 T" e glee kvt T,
Se i%F ]‘T’ﬁ” Ja - ﬁ&‘rfg).{g

e Stfzt Siby T mes mthiesrs Wigtn Ta, et Ta 2"“”“&-, ¢ i5f frFqlJE = IT(,H.'. -’-"_fITfﬂ} da
'I‘r (fea) +Hy(2) dz = fr fe)de ”J.-r 90) de g I-r" farde s — f-f'- fepde
. . ha
"T‘ fcey Jl( { L(«r) H"*r..lfrzll
» Stien 3, D effes ; g: DD hlemarph; '? : [a,}] = ﬁ :dﬂ’j difflacy Yi=goY; fsitfi,
D'f N f X,
R S N O PUCEL

N Tl BT shickntie sty £, g On Faklinebilye, Jie wf T gucmipy
et £ Konves; ‘ "'
{q Fkonveaio e, Jonn iS4 £ ety vnd bt IT fo(e)dz = j’rﬁﬂ da
. s,,‘ D s € efra, pine heComerphe Fuakiiea F:Do ¢ hep? Stamm fimktion vor f : D=, wem
F'a) =fep vz €D,

B Sei Y Lay] > T 6D shirkmern shefls J"Fﬂrﬂ\:-'h:drf So ist
b
= 'F ¥ A - ' . - -J-- et
y fe f Cve) Y2t = | F'(ye)vey dt = [ s ( Foram) /6= Fextu)foreq)

Dtr Hawpt sufz dev  pifge-mivals vud ju';!jrf“{t ha vug j3f -r[:; ing Kowmplepe Es-trair.;jnt
Jei f=u(R) ?LLT(;_]; Y=Zv(t) +| Z; @), Dann 9:l4;

f,foyda = ); (ut(z,m,z.-m)-z,’f?-Y(‘zrtf},‘z'rﬂ)-z.-'fﬂ] it
(Y2t 200) 2 + 9(20, 260) % )2

YL nkele in RO

{'ﬂpchyfcht jn.!{fjﬂl:[ fFormel .
Se; D E  en etinfeh Iﬁtnmhl;’ﬂjﬁ elief; Y- [q,L]—ﬂ'rQT sivikwtire iftf.-‘?
Lifre.mz;eiber, :'"f‘lfrﬁfn(jfh-::nﬂ; f:f> C holomorph. Daun gilt:

§"f 'F(l] 61 =g

Si nun Y ooppel pnkifie;, genntonen, pesitiv oritn?tf (geqen Vhr2agtrsian), shik=Gle shery
SifTeymzitdnr yad 2o €D Ut im j.l.m-_gfliff Vey ‘I"F Se g;L.“:

4
Ful= 5§20
s Di¢ Fmkfioaswerte iv Inmtagelies sind f:‘h&‘“‘"? dwih i€ Funkionsuprle avf dun sz;;ﬁ?;
W] Gaead & w7 0 PR |
¢
Y

Eﬂ'ﬂ‘, fally n= =1



Kownfermitit wvad Heolewe vphic .
s f: G50 > C holoworph vnd FEAFO Vzej, dumn ish £ &nt Keaforme Abbilduny
in des  Ritmaanshen znhfqtifﬂe‘ 9 £ besbri g;me holomerphe Ve Kek fonkpion Fl,, tl:"
= (r] = [Re(fexorixa))| it tire Konformg Awedinmsionch ALblday, R IR
o Im(F(Xa #¢ X ]}

_h?h:s:-:r:ﬁ;}m_ {_{L::;;; L weaet Foupyoon) -
S €= ( V {%} dic En\ din wrtadlih o ntn F-!un» Lrwpiptafe, Pemplery Zallen abent (Ftmamasiie hiht.gzﬂ;

abe, d €ECF tdsbedr; F1T9E Wi Sl st eine

w=b . W’L W

a-2+ b 5 G2 ed #T -1 fr Foe i i KonForme Abbild
Gin o JEETE (O TIT] v £ T iy wal =22 e i’
(@) o oy cuedad : -
& % B g =dfc Fov wa Zahlen gfent

e Es gt 7 Eleratntariypen der Pibivstransfrrmafion, avy dtaen sich JER drfee, Siontryiitn

la53k:  Translation: v‘("‘:if& Ilrt_lurﬂ:ti;z-' R?(ﬂ :1”‘- ?ﬁ;’ﬂﬁ= Jo = %

= g [ - ( —

Mit N = h-z._.J-EF. zlf‘.,t-th-tt.lﬂf t—m“ﬁm&‘ b T T -Fre)
e Da man im Brwh Kiszfa Keay 5% € miglat, mit el ~po¢ :2q diC Mibivsfransformelion T
Novmityin ;.,.:'_t Toans Gor wabion i5F Somit dyrmh 3 €00 Pagy wtict VO s blene a:u’pvukﬂ

W, v, vy €L, sewit 3 Ukl lpyn Kk (Eheakells vershitdin) 2, 85, Y €€ cindeckiy beshimmf;
r

;:,, -'w, 2-% AvEligen ditser JlEvn) Nal gy engibt e Abbitdvm.

——

=2y Jsf ein a* odte W, :ﬂ'.'.} fo [SE o J‘t‘l-rt-[fr?’f 2;’-;1&/“&&#

F’t -wl' o — . £
— = =2 vk 1 2. ersefzen. 5
e -t T

o MiLivs foans Pvmefionen bildes Kt act  Ketdie
L (stke W} A per ihnen Eré€illen nir

: : Sgenschett.
Fenkitontn des jestalf &2 th  drese EiJthk \ . \
) C-2 ok (Suf2 voa ﬁnﬂudny} NN L N\

Schwarz = Christofgel - Thansfoy pation -

Sska- 2= Chett b fe(- PIarlor purbtontn Sind 18 e G Ebtne Kenforme AbLildvayin, die V¢ olec Hallthng
avk das Jaatrl G5 Polygens abbldin. 2o .. 2 € €; e Uy €IRUARE fly) o @0 TiROe

T dm ﬁﬂ:Atjﬁ{q_qa“"I*Jﬂ +B wobe, W i= ?t,ﬂ ;o WEL,; veR

T,

T K=z
f hat an dem Stelin Wy Pole. Y ist &in
Wey tnt(eny de veellen Achsq, Jder eETaifiness
Jewmap an den Poley o, vorbeilavwfe, Di% Pel<
seitwm Serditef, sevass H‘l £ Wi, G

* 3 Pele Uy dvrfen hf:!h‘? }tvﬂ.[r werdey, % !r‘uu’p,{_uh.,‘: ;h:"‘:‘
Jelegt werdtn. «

Ly alle vheigen Pole sovie A wnl B werdtn” so bskinmi Jas ;
. mh dass fQuy) = i Yiefin
o; € ["?.\"; f-ﬂ'] ; iu’ = N } I [r!':‘ltf.

o Wivd der P Wy i= Roo gewakli, se tedt ditste nichy wmekr F{"}=A'jﬁ(m—uu‘%ﬁ :
Kz

Im,

in der Traarforbgfien avf ¢
*Dit KonsFanbtn A und B Sowic alle  nicht - Foer genihlien g




jﬂ{.:"l’}" I;"jl"l‘t;fl&.r
¢ 2.8 € whd U @ine ‘-"""!flwnj vem 24 2, hc.‘f-r iselitrfe S;njulqr:f,_‘t einev Fumkijon

fr @ =2 C, wem f avf V\z, helomer ph iji nitht aber I Eo selfsf i,":n’ :-':h&:{:t"rﬁh "y

v2, hepf w'_ﬂ, wenn £ erf U (wh )  holowerh fork sefzbar ik
Wean elle  koeff2itabtn 4 d Loemtrghe £, for N0 Ve sglwi Ay,
Ly T5r fia eimev Un-’d.-.’ v, Ze bmhhr; so it 2, helba (ﬂ-*hlmhhﬁ’ H:lelf-h‘ﬁflﬁ)

o Zo hept _&L, wenn tin KeN eustrenf, sadugs {3‘1.}"‘ - F(J.] e hebbat h-,v&f?#f '
Zo hesitaf é} wenn nvr eadlich vitle @y ver fi mir m o wiht verybovindtn
L’ st K mwi sl Jtv;}u[f‘r se hef! 2o Pol K-ter Ot puns.
e JsT 2, welte Pol noch hebbasy 34 he'pt 2o WeEitd Lighe S:’ r[!.;}!"f. I, Jdiesen  Fell vad
unedlnh witle an oJes Heptttlls ven £, vagltred
L"‘;‘" m:’* ‘:-- dam  tine *'H-H'Ef Singo Lavitat, wean YV w € tinw Filje Za ershth
g 2y = Z vae/ s F(_L]ﬁ w  isf, (Caserd/ wete afeaf)

n-3<0 =
Yu et praKtitritn Umgthung v 2, nimmt do Bl w £ jeley wet avy ( kis
B l:rdll;ll‘lﬂ;.l-f tne "Iuji'z: sz\th[h off an {_ﬁri’ﬂf S#fs  we Pf:.ﬂ"ﬂr

w1 prakt z'




Res dvem (sef2) .
T der Fuakhiontn Heoric sind Residven Weginfegrele iber 38 lizene KrCislinea.
se: D _[1 e C ‘ o< I}..I-I { R} tine  pmKiinfe Kresschtiby  Vm 1-,.‘ <F: C»>q re

hulg-urlpl av P Nwn ll.h?l"
1 y -
Res (F,20) = o §.fpde =t T:12-%1=R; R € (oR)
| Y pesitiv oritafieed, gesth s,
Jﬂ_l,' ﬂt!f;i’lﬂﬁ ven £ an Jtr Ste(le 2.‘..
e Ut o ot Lavvimireke von st Enbaitk lings prukt 24, 70 IS, das Residvim Yo 2,

o' Tst By 0 eiafethgr Pl vom 1‘; o W ‘.If(ﬁh]g %-'_;' (2'2:!)‘{{1}

Ejif Ly e P"{, K=ter ﬂ“;*LV" ver ’pf ss 1¥r
1 _ - .
Rey (f; zﬂ) ={K—'ﬂ! &-:\z' (:%-;Fi (z_..zﬂ'} , f{i'])

o k-1ic Abltcfny w2 |
L’S.‘"J i v/ b ia elney Vmngtlmg von 2, helow orph, h:*;(h) #df hﬂ'] =95 h (1,'}’5!

.y f==% Cmon Pol i Sdomg b 20 &1 pyfp o e T(R)
e = T
h'(z)

b f:,v, J M:II . .:: h:..- ; 5 ’ﬂ"\‘f E" 2o holomorpt  vnd 20 10 Cae Myllsrelle # ordung K
(I L | ", E ] » gl T T
s 5 Ra(gz)= h(a,)-K.

Ly 1 K in tines Usgtheny vo, 3, holamayp se; i 05 Vmge) he!
vad 2o S€; € .Pﬂ( der d”“”"f K wvea ';:" )Elu-\ (9 ml rf.‘:!h :f Z' \i" mﬁﬁ

lfdl=bayty - F

deet. T € D sei tine Py ocitapinde, SHikweise

-F;;.:?HHH:';_
Se; D€ € eiv Onfuh 2vismmenkivgtndy §

jhfflr qeshlossent, deppelpaiifecie Kvrve, ‘F‘n\{a,;zh} ~ E se;  hals h..rp,ﬂ;
wibe  2q, ;28 § T alle in Jmengeliet ven T Licgen, Won gilt:
n

fr fin 2 = (35, Ro(f 2

KEA
- wealta:
e D~ g“;;"’myk Hh,. stk "l:p l;;{ hvahi" utu!& Tﬂw"ﬁ_ ijv-' Forp— ‘r-” Ff?‘.f.: l-l'llrlr.l.ﬂf

se. D:{2 € Q| Im(2)20 ] &ne offtae Ningg it dee
obesg ;:Eud.ml vinfagsf " f 331{21, w Zn} =2 C 56 helomorph;
e (fe L . ergsrenf

J g ]!I:ﬂ 2 ‘r(ﬂ =¢rtﬂq’2g¢. Mup Crgiier

Jeg Tuteg-al L - &
=Bt h& Kz

e o
Evy €'m hin btk ead geof R Ueges alfy .ﬁﬁrhdjﬂh’\;mhhﬂ pndf ke T"h’\ A
( Ghe Jtn KetsShapa & vnd du Jow pletic  Valerfinjeqpa

Ly {:-nr-‘-":p

HF Lim : s H da Tt
yle; N de + ff.l}e;c”;u:o’u Teelte Ackse. N
Jt - = - i
5 [ cos(ax) fegdx +( ] sim(2¥) feg I = LT‘";E f‘*!(ﬂ f(o), 2;) P R>q
= F ditge Tel Jer §leiheng,

~
cadt; Se weercheirdt b
..-!f ; vid giar vafranele finkffon vind

L £ .
e S £ips € mir Difae € by} besl L

e - : 3 ] £

fop = T2 f'(i.fj‘f L -‘1_:_2) den it | f (costr), w()) It :h‘tg R:r(‘Fr 1:)
0

s 2_‘“"_!2‘\ ‘Ef ;".H'lfl"lk sl"v"['l";‘li Fen ey ? " {t (2 ( Il?.I (1}



qu.rftiiun; >
i“u‘f . *@i .
=4 \ j54 §=1

T

“'"‘.

(AR, K Hb X+ C =

A”Hg §leichungln Frestr Fo yin Les:ﬁ:—wb}.‘_

"Kegelsonnitte, dix Vershobes
Stin Keanes

e —————

quinIJ«Fib:“i +C =0 ;

—_———

G?vq,.—/rﬁ.ff}iﬁﬁ_ ___‘:!_[E’r'{ he -Ei(h

—
—

,:4

&- g N '“l-f- A-:

- vid 5&-/”1-;;!'- -

q"‘H . q.-”':_ "'qf"'l‘
jo o "', \aﬂ:'l
ATn—A Ay,

Pl

h

e

h

= _&’;F @

-

X Xot Vi Lfkbl-llff
Qay... dan: KoefMzienten ) gadutinne,
L-'.. T WZF?‘{]‘FH v/ I;Tl“'h'

*'1 oy
Tﬂfﬁ-n -

D A st Symet pisil,,

I sith alle X:y

$
:‘:} XJ* X} i LSy, il‘l‘f!jr..
“5€L  Lusse, . Dihe,

Hetwpf avheentvausformafien

Entcernt glit Vesschit by v die ﬂ*fh"'}' €At g uadratisihen ffff“"&"“f’

. gt:u% E;E&r:ihﬁ bi’fi‘.:‘;mﬂ, E:
T= (ﬂ*}'h;!un} ; i’h = Tvy =9 (ﬂ&?
=<T'1'1‘1'ﬁ;’> + LT™b, Y-P
T JRPNE

2 Ve ﬁh,‘fﬁvuy entcernth:

Wwerdt n;

l

¥ zu‘}'x #_E—rﬁ

- II l'- *
1?\1 hiaxv} wBleher ¢ eusefaf * Zn —é,’o{"&'z"- —

Ak |

ng l:?rhnw:;g{ hr.-; Avs EVv ‘-'-E“ﬂ'\. I
Y+<BX24C = (AT T2 (B, T7 )4

+ Cz(ﬂ’fgfhw, An)!;:' ?) +<J: ;) +Cc =0
sicht Aveh H#vjzfn:kanﬁ-‘a;{enw;#s’ﬂ'

=D Men  enftallen alle Sewmanden X;Xj 10, Ja st A jetet Ene Dayona(imafix

i~ Sealad Prec/vki shh{,

—

J—

K

Y A #o ldest sseh Jas J‘..‘ﬂl.'nl*'_iﬁ!'rm’IH Jk'yk CafiBrnen, [er Kawn wit <e- ?"“’J""‘M'h“
Eugﬂ"!?,ﬂy *"f-ﬂ{fh: ak' yml +* G{k‘yh =3 ¢

o

{q[{'j fur aLl’fE‘ﬂh = dﬂ_-,g- isf, Kann Jie
n
E}K‘iuﬁh +tc'=¢6

'_'_‘_—'--..\_\_\_‘_!_ '
i

flmhﬂ.}- M in forgende. Fore gesehrtlan
-

c'=c féek

fally Wiihd esfeng €% A0 J&fﬁ" :‘5?:} Se Kommd pin weffree Svrwman,

smit 5 als esfee Indet, wnit No:f i

\_v__.-'
Hier alle Ok o ApsC

wirt/ als VaKekaant
.!h in de- tj[i‘-‘[‘l-wjr dui"{q.{htn

Kless: €52 rong f'“?’f;f::l'l’ R onsl s f it
§ XY+{hiXytc=

(A-

£

Gleithor
s Die Abbile

Tin

0 g heip

-tl.-l""t

V bt Haopfaik st foaes)

TTL) Hd*f fak ﬂ': franstov '“"”"""'j

ey

7. Gratey

Je nach Aethendel e ounfn BWe0re
?? e R" - : Hfﬂr:'li‘dq e fsIE b t, bei Stut, gre Ki veslarnat gy
ity a-xX,+ b)Y, »Czol> “-.i‘f'“‘:'-m:i'XJ sa- =0 & ..?‘:1. ﬁ- E
-0 rnhjfﬂ: o Co _E-:*‘,J Jrany (A) = A
b bang[g)er \weos A>T bang(f) = 2
? qllgemeine o “g(A)= g e
Xaz=E 4 e 1h>o Pouk t (ote)
SLrade Leeve Menge Fuenkt
ey X, == 1% Xq —=q* =0 ~ TS E-’-S-*f R
Xylze = ::n}f*]: - \ / :—.11[4,? =2
i ) o Ld., >0
z rang(A) =1 ¢! k! .
Doppelgerade —["’"—é w&h;d: H‘r F“-’—%S’iﬁ
o) ] §2ome ki - HrfAfuel
3 L i . - .
A% o LIRYPZ A A
o F w@ Ln:tﬁ- 2 /'-_\ Va .f"?
rnn’{ﬂ}:"‘ 3 _;l'ﬂ;h S E 4;? 'jd- 3
Pavebel %‘E‘:’L""&"— E \\—-‘/ A
_‘“.__._ —— :: [, g . EI-I‘.|EIE
(1 | M.L‘_\_ §ie he 4;..,5 I ﬁ?udtfﬁ'r'&'-{t?fﬁ




Xe R’

H?-pnf"ifﬁh
jom RY; ;e
ﬁezf,“ﬁhlfﬂgﬁi:

A. Jevades, die niehf von Xi dlh&“aﬁﬁ giad  ahnlitn 2v Sen  Fokmen
Sing/ {Eo’fgfrﬁ n Xs- "t-t‘""‘“‘j gestveckt, 1o/ Fragen

and? re

K iboat 2o 2w peteliele

Ge ‘*c-#’q
Ly pareclleles Ebontypeq
}(11-— o Oeprelytrde

-L—a Fheat (r:*,f;)

Zs f - Ellipse = el ptixhes 2ylinder
- — i—"" -
at 1 |
X," __l'u; —a2p Hyperbe| = hypes bolisches Dylindes
e | geeude (Y-Ricktvng)
E;_.!'- + x‘_'_:r =a Puukf -

C x | St behi'ﬂ. pue s
x‘_l o K:: = ?;.:&fr ':ﬂ 'q Tohe 1 !Mﬂd’ﬂ_
X-ﬁ s T Fnrﬁ'.&f[- — P_“_d‘lff'ﬁ‘# 2ylindos

xfl\ 111 Kl ’fﬂ‘ﬂ H'-Ff
o g = i (eer z 2 L ”“ﬂ“’
z =) 1
X2 1a% =0 leere Peng ‘ﬁﬂ. ((I' %f—%i—%}‘?:# &by _EM
AXetb Kate-Xs+d=0 | B afe | L
Vﬂﬂj{ﬂ] = e a™ Bt ct
ae,¢,0 €R . ] rang(A) =3
b o b€
o d-“gfme;ﬁf # 5 E'l'_[ftsa,‘c!‘
Elip e g
£L’EHE wii srehe de kil
Gepmetric: Ellipsq + Hllipsa
T L T bl T
;I. E:-;:'f' c = & E&i+%—cx3=¢
vang(R)= & rang(4) =
- RETE 4b v CEO
PWL kt (dm"ﬂ}r e(liptisch
1 Parabolid
— K 11 ": L : 1
?-—-?—fix,—ﬂr %F bz-*%:
Faug (4) = 2 mag(h) =3
Gbdo CHEI WY,
hy perbalische Wg

Pa rg{ufr'd

ELLif‘ﬁ

Ef!’f':%:f't 4

af )

bang(A) 2 3

ﬂfh'c dp-

2weirchaligfes
H zefrﬁﬂ!ﬂ’

E(l/f5E
=

’%‘;f ‘!‘L:-‘l-;‘;#""—‘:ﬂ‘
yanq(A)*3

., Ellrf 20

e n s ha hﬂf_’;
Hyperboli/

“ rlipsen




V:.r(t‘ rtn,_ _nMV‘j A Lildun

5thrp*no"wht Hm ti 21 ?)@'fﬁ}:ﬂ H: *)I {M""r’"

AL = L= (T < 2T =Rl o) <@ s i
{ C} —(&*A}HAE’) ("x. 'l:} {‘1' e
rie A bxd)2=(Bxa ) 5
QU =0 0D | 0,82, Gub s » o | /“
*5..- '*. _"L:; "_;} (n;h,nu) (3,3 {zi} (a, 5}1 / ;_i__f; 2q
L’ Fur qu.fhl l'f_-_ﬂd_-_-_h I':”J RO —— * Ve faopd h"" <b-: ‘?)ﬁf

T bt £~ ], L) . riwr
¢huig/ f - Jalas prade KE) ; <"q“""r .Enxﬁ}:gjrr; d”ﬂ) Z ﬂ._” IDi‘J'
|

L Fl —

Keev2 prod[Ct

R = &‘xr ‘[*Ei:i‘t:::i:?l] S-.':t[llula(n,c} o @
* (Aa ba =z o) !Iﬁ" Z}{- *’af {ﬁgz‘l. = -ﬂ‘
AH e (a®x ) £ = e C
dxp = -Lt.a qxr&'-a' ( G 1" }

by spatpradikt : (&, B, 2) (axi’ x<),a) =]~ » ~]
H(exi'), &)= (E ]3)' s

Linedre Abbitldvngén

Secen VW vekberravme o ber den selben Korpér, dana §F f:v->w i Jaan eine
Linearr Abb/ l':u’u‘h ; WEan e hﬂ-ﬂffﬂ J"'b‘r ﬂ.a"ﬂ;rfi" ivF;

f@a-R+>)= a-F&) + 35 ; 2 €K, X revekK"
L"’-f""’ klﬂl.‘flﬁirﬂﬂ g [dfq‘_r? Uhnhlﬂ-b’-,—?k{‘f‘.f
W enn grf.f: b = VeQy + =t In ﬂ[.-. m Fohel: ré;yeq x €K, Jann |5f b eme
Linear Kombinafioq Je- Vekfurh &y, ik,
v h VeKportrn s, ... qﬁ sind Linear Unablhidngig, weaa Kein a, q.':]' L.nrﬂf Ko binetipn
der andertn c?’l"'?:l'f“”f we Ot Kaua % e ffr,{fwnTZ: v,
Y.z, =7a =0 gelort wevey kann, Sithe auch: Mefrizen &

Ir"ll'li-f'
.; = ,-;;r b

Rq, =1

Bas;s soehe A Maferaem: Vaifded [oofhopeenlt Futeid o Brihemrrmel b5 s

Eive Basis ist @ime Menge avs Linfar vasbhaagige, veKtoren. Jedts VeKfos ruvam haf
mindesitng €at Basyy sedass sin JO Plemeaf Jes vektervaoms dly Lineas Komb'wafio
Je, Basis vt Kiorea Jurstel(tn  larst, } ,
Mga Kaan it Basis ©ines Vekforwmrwms wihseln: Plobei26m: Kogrd i nafpa Tunsfo rmafion

| WL I



Mnfﬁgeﬂ
Metrizen als Liaears ﬂbh-’ld’#n =
f:lkh*ﬁh:?‘j{i’] ?:H,..,-J?; ?EKM;IEF"

¥

;0 MellipliKafion EinEr PafpiX mit Contw Vekiloy ist ooy
E"ih’;’xr”ﬂ"" h’.f'; Jer vekter ? wird atre als X - Mate X

ne kgl i, Darkei i ;u'r‘t Femn, & oftr wif_h%ﬁm Via
d.u’f & kpn i )? 2 CoF it ¢

dentn jeder mil HhEm Wert ooy LD z
h:ﬂ“ :’q,f." ql'l,l.-i:i'\' ¥ wird in der Basis von M Ja-;q,hf”.

Man Kaan % awch witfels Efr'[fnrrﬁfirh R b/ 1den. Fan,

gt §o K K™ ¥yT= X% Nam, N N= mF oy

i€ glesche Ablitdvng-
Ly Mv(tipliKation

sei Cun = Ayn: Ban ** prbrs Gy ¥ z.a;“'l’uj

=>A-B# B-4 S(A-8-C =AE-C)
SA-B)T =BT AT F(AB)"=p"A"

L Verketivng Vou A6 b.'(afunj{h\
Jeifa r'- U o 4 vV ving F V= w_! Lineart -“-‘H-ﬂm’f"l- .
2aMeU RF=Mpev Fa 0:¢ Verketting (A"
=l
u-f'_- VoW ?;[f Al 2 W= M"‘HF'U: H}.;*U , .:}T..JT
Qe: Albildong mirkely 2elmyekboon (3 ores naforlith gests vigekihih: =

Additiea Veu o il T.«-ﬁ."?']r‘ﬁ'ﬂ'\ Kewn

Aun T B“'m = Cop Cije@ithiy| Ann’ = B s bij =4,/ R € Krr'[ﬁ) A'E‘-r
+A-(8rc)=A8s 4-C DATV=A @)@ | DR S .
DALg=BtA JA-B=Ar()8 sitht Avil: ,4,;“-,,.3..?,”“ f:?:q.x PSR TSR
SA+8)T = A7 187 F Cinhitng smenssl

'Fdf 5!!;”:;.&?”’?1’!!“
?=H*)? (3t gtem.

denn !3}“.? b Puh;

Ran

Zeilenrang < Spaltenrang = Rang () =0 * dlin(Kev (Amn)) =n-Rery ()
js e Anzak| [laear vn Lhaneigee ¢« Weun Ran =
eltn /Spal fon vt KON von J;, ;?rl.-y"\ E} det ;&ij{;ﬁ- N

glementasrd Ze[fn vny $pa [ fon opliufiongs . B p— Ra = 9 4
Lisst st A i 'r’{f“-’“"ff Form bylagth: & Jo¥ =AR i !w"f&ﬂv d ;:’E}F:FREHJ (’4’?}
s J L o
(Jvir) TTY wabti J,.r oie Eiaheifs - r--ﬁﬁf.{‘ﬁ}.:g_{r w——— :il'—- -'-'M_t‘!pnv-t‘kﬂtﬁ
‘-'}' O... i wateig A v 5 bijPkR v, witan in)tkkir/ [ -
LR ' edk- sereKe v i
Gramevsine Regel - = : . 2
Zuv Losvng wf Lnedrtn G [0 chungs 7y shemEn Ax=b o i sealie w¢ b Gsetaf
L
- . et ol _— : ‘ .
d.:pq e q-'ll'l‘ aq j X- e M hil:* A: = E‘n a-ll:"'.l L:ﬂ q-lr:*i" o q“!._r.h
i = Ao | b ' o et (4) PPN FAC I TR T Ol
ﬁ.apriffanfﬂ.'vl:nrf!r!nﬁ““ﬂ fﬂ ariswechrel _.s"rl” widy Hhowliitekaefen’2fn
Ter U Bon Vi Khar s~ e Beaygl) Wa, = Vi vna" v ey Veklerrarn. . Bqﬁ:r 'I-"“:;"-; {;:.

— — ; n -
PrUSVET = Ann X, Hit Mehin A gilk st £ Jie proon St o B, g Vie
' hen sell f anpepagbwtdiin f: UVis ! mir vy, V4 g W..,,,,,V‘n aly Bage, fir Vi i/
] e ] =4 | o= =
f Y= Tyav cAn s Turav X Torav = By u'dl.:' Tv*v""'ﬂv"ﬂv*
Dabe: siusd B clit 5.;;3-!*.-#:;.{(--, alre B, /37 Len ,ﬁ-r.r'!fl"ff q* 2 1:::) i
die veKteven vew ! doe Srandard/~Batis vne ven i

A.ﬁung Fevfe  (hermifes h trangpanibel€)  MafriX

A Ty"-JV' Foan ffdvre bt "i'ﬂ
a_ Apch i

{‘ =Ll el f no(f

\



Detbr mihante
Oie ﬂ;;rhmu'pq* be et Plaberd (57 glae le.hl'., e Avskonfi Fhev l‘“j T"ﬁir‘f‘.‘hi*‘kﬂ‘i wing! l*'"ﬂq- wy g

qibt, h s Eine Plrmviqtion heipr }‘"‘“‘"f Wlky ok fimg ’ngu’g
d‘ f-(A s E 53,1(0-). nq. ) Auzakl an Vertavschvngdn bravt s, vm die #«ffp:?r-
E "'p"u g I'.ﬁ IIEI a, i W
Ogf "t r— = yeikeafolge, hife 7,2, w., n witdts her zvsiellfu,
F' — 1 “r._-._-__h-\ W baa ﬂ"‘if; f‘#"f,ﬁ‘f’ ",f PJHE'
‘e Rechenfpl Menge alle, Peravk 44 wtnn O gteade
vy pat. zahlda dligata ven n Lle- ""'""'“""ﬂ""ﬁffﬂdt

¥eh Jh n, mingea x) Fy Gilf
nl jh’hh‘_qﬁh

] - h
o 5ti B eine Drtierksmafrif e gilt: C’I”‘(E)"‘ a5 - -I—’r b
L%lfﬂru-‘nufl Kean ptr Gaws= Alga,irhmys bekig,y | k. iyl
werdtn, Wilhbig: Packti Jasf maq Zelle wi e ks iy

tr.’rp';r'qr d[” 'I =M f'c...j el Hf'l'h_F
Cria bl [E3 s'agd die r,.r‘ffndh Repels 2- peecfen:

o Additvt wan Jag X-=faiht ene 2ecle/sealfe 2 v eintr dndtety, hinzy 70

apdest 55 die Deteratneafe  Nit I'lt
o Vievkars it Imay 2wt Zeilen/Spalten, eiats Fate'y, éo J.'{f: der!= ~olef
Linear abhangsg, Jo i3t def=¢

o S L Zeiles f5palten 0} —_—
L) wenm JH(A#,“) 4o @ Rn&; fﬂ.,,} =h » I’!"(A} =o/f';l(AT) _-_aff}-(A*)

= n
:}'lff (-a-a‘;l,] = Hd-off’"fﬂ] Die Defeyminanlt i5} das Volomen des  vin
. H(A J = -——-—-——JE*{,A} den Zeiltyigdls 544 “F"‘-kafvdr'f'h ﬂvfﬁ;ﬂqq}ﬁ)
shige Gq il Peralltlofo ps
et (A) ~dlef(8) F . L
L L%y ¢ e " L,(‘j};i [': ) :w.q ?s - qﬁ'
i 17 i — = o b
J'.')’E* (Az,:] s ,.?‘_2%4 M :\:".' ﬂ"l-’ ; ﬂ.i:;ﬁ{;&ﬁgr] h:"t\xﬁh
A - NI

- PPRY P ~qs1"0q, FAn Ay + Aga 20y 4 Qay-elas @y,

Ly Lapleceshty Entwicklongssatl s T A3z Rgy— Oz Ay - Aas Ty qa,, V=dtt
S h o Hehe shgf
fl o i g iin LN # e . i "y ¥ e
L‘-"f (An‘rn) et (.. 1] ﬂ'} 0’( (ALJ — ("1} tq;lj - ﬁf{f(-An:’) vkt
e — ‘_Lj_-'_-‘l
= —
e qu-w‘ti:l.-nj hay by j-ftr I-""?'* rniw:{kl‘ﬁ:’ wath [-fer Eﬁ‘tf

‘/‘I;{; stk diR jej-tt VnfermafsiX ven A. -1t 2ele vnd j-fe Spalieiglasren r
WTipp: Wean waa naih 2eifenval ralits, /e vitle Lty entha(fea, Enflithel f gelt €5 seune(les f

Taveest MafriX - = - " s
fer 4: U Ve P=AK Fev; X ey, o biiui e Niiddmg dewn pf det(R) £ w7 )

E,.ﬁﬁf;hf: eine MateiX 471, sederr I ivarve :A-j'?}' ;“—d;' XEWV.

L '1-= '] *""1—. ] T-1=‘.. -\ ‘1-—-‘:!"* Fin > v 7
Al = A @ aea =3 AT sy BT
; 5;:; thﬁ”: ‘ff..{p.l.m_m,. von A zem Elgtnue.f ;,,f Fann isf X amh Eigenvekter vau 477 zpm

Berechnvng ! At pents dana iavetierbar wem det(4) #0.
-1 ady ) -

A = ?;%35 EELLE [Alj] U mformes ) [j | A }

Ls ﬂ;d.?',p‘q.‘:{h-.;l‘l-:',\;nwrﬁpfh? L-? Uh.'.‘;t'rl_ﬂfv biX inpeutibrpn:

g s o el ngls ) V7w

AG’J\V" Kie Myafe’X e ~ 11-[-1};*5
i i ;

adj(A) = d”@""')'(ﬂ] e JET("':""‘)'("’ ™ =8 ~e e e
. . A;H‘ st 2elle - at -
T B e R S I R

.ﬁla':_;‘ (A‘TJ = ad; {A]'ﬁ v ad; (dd‘j(ﬂn 50"ff‘(A}"'1.,q ‘ cw"j(ﬂ ',r} o qﬁf;-{"”?‘
+Aadj(A) = adi(A) A = et (A)]  +adi(FA)= 2" adi(A)  wlet(adj(A)= et (4]



[Eigenwerte
]
alseo b vt ein Vie(Facker Lea sith selbst abgebitder wisd,

'I-’
ignn b = A'E"_"‘h‘b-,
Jann heipt iy Eigewrektor ven A zvn Egenwert
o jedey Vielfahy voa b 137 ethemfelly EigpenveKior
[etthen Ew Bahen (bei Vielhuhkeit ven ¥ >4)

pcﬁﬂl\ﬁl;hﬂr “abhing ge EV Konnen Jt,

L H

P ] [;ﬂ dass v Jq*.ﬁgn\ Ew en Eﬁrhpfﬁhrunﬁﬂrlﬂl’rﬁ. W Ji'l". > -1 F.'thﬁfvf
o Ll x -

E.—aen veKioren
-n-*

Erﬂlftnvq:

; eith -2t =

I.}E, §leickvny  det (A )= & Ris=p. Ry 5 g ‘
heipr charakieristisches Polymom tua g et | R=q -l d 55 \

Jhre Losvng s menge , alse it M B e G = :

' : elistellen . S L L '
¢ind ol Efw a?...f An ’ “h;t-......‘ahr.., Cmn=-a
/ . . ‘

. UH*”*TU‘.E" o LE""' A; st die Lisumgsuage des Srafews e

(A - H: fJ) IL =0 %) - L-h_hn-.i bﬂ_ Se: Ar @in Ew e mmlh";f-
g = A; ﬂ-;l,' vve Qgn c % : ; ;

#A{,“} besitat genav n PN . ' : m, 5o 17t J.m(!’:ﬂ]&h
Komplexe Ew, wobti einge i R : Es eXisfitren makim| m Linter
daven mehifaqil vorkonaen o iy . | § wiabhaniye dv 2v A
M L P B Nh=1 Bnh --ﬂ H K- &» ]E;ze‘i;ger%l oder unteren Dreiecksmatrizen sind

a \ G ie ie Di lel 3 A .
=y pije Ev 2v vernhiec/enea Ex sind linear viglbhang ig, Rechensc;frit::g(l(::;a(fafnl;:gtl;o?ictlﬁt:lﬁg.5]3::::11 ;iifh
=} i X & s ﬁ! o T4 oes L -?T ein E w LA A. Slleerg\e?;! Dreiecksmatrix kann mit QR-Verf. erzeugt

h = X K. :

=) i H,‘ = idu ='> }_r A —-‘TC}ff{--ﬁ} # 31 _;"-.r?“'l LHJ olie Ew wvow
= o % A% kel Bt A immtiOiN;

- . = .t So I K Segab €2 alss
= Eyistieet dor EV A;=0, Jo i3t Kee fﬁ?_ﬁ-‘f}f,, O L Bw oew

det(A) ist i diehen Fall O, &~ ;_‘v’:#ﬂ matrix 471
E.}nut.‘crwfﬁ
heem: fesch  (Trmeefrisd o= “.“]-

:‘_’) }“‘,.{“ht Matvizen besitzen g!-t-'t"-e,
"Il:? Ey wad Ew eines hesmittschen MatriX: Sei H
n reell, Ly 5o i €in Ew Jer Vilhethhtif w50 gl dlim (Evi)=m

E} Es exisfitrf €'me ﬂrfh#n"ﬂ“ul;]

bﬂ[l‘f E"" Vo I i
EJEHFJ\ E'r-' .-'1.d| pl',d'llr Big |
g ’ {( ‘.; E\f V"'H

L pie by 2 versds
Ahnlithe  Flafeizen e :
Secem A,B €K *"'1; so heifen Awved B o hnlih (zveinendes), fulls @ive inverf 0 bare M qfer)

L = = -1 :

T eK™™" existiert, cuduse: A= T BT & B=T'A-T" Dabsi i+ T oie Keordinaktn_
fh‘_qfﬂlhpﬂlﬁ'l“ﬂ, ﬁ;t G'j'-'- AV'E"!J‘IK"'UFJ'.'-‘F‘#'\ ven M ia dit Bary ven [ f”ﬂfrn;ml“frf.

Mun erfelgh @ine Abbildvmgya e Jasis Vo0 b vas das Evgebnis wird mit TN witde, ind/e

ave-titrbare HMetvin T &xistiert;

Basy von A -.l.?ﬁ:-:a"rf‘_
diagenaldhnlich/Jiaganalisibrbay, wemn €ine J
D eine Qa'i.?nnﬂ'tshr'l sk

A heift d

odass D=T AT & A=T0-T 1 , wobei
L Existiest e Basis aws Eigenvekioren vin A, se itr A dicgomelisitebar ung man
erlillh €a T vid ¢in D, indtm wen A % de-. EV-Baiy ofargelle:

T ;(ijfﬁ) D.P: di‘“f(adf"-; “H) i ¥ E:-l ﬂ'[_l,' Ew. ':‘..I-"."—-E"“" a;
> F;M’I o!lkd-fdﬂq 'l‘i’.e“éqr‘ T‘FF": "Ir:i!hlf L s Lq{ iy, ﬁ: ‘ib 'ﬂ"ﬁhw{-

= 'l'_'.r « 5the Unifare Matkri X

‘—"-‘> Hepm feshe Plakrit
basis, 5o i3 T

Wurzel eine- MateiA
e loan HL;A-A :B‘ Fﬂ.'“f A e'ne ﬂfﬂf&ﬂg‘{h‘fh‘x J‘.i,t fo ?,‘“\:

A hepf ene wuzel von B,
fg'y"l" " =) =A /3 Cotalally €/n¢ vkzel(,
' FeT DT

A= o
= "'._1 a )
; = Jif & oiagonelisitrbar, 5o ;.‘H . g=TD-T 1

1 .



Norm

Seien A, B Zahlen, Vektoren oder Matrizen und o € C, dann muss eine Norm ||-|| definitionsgem#B die drei folgenden Eigenschaften
erfiillen:
Zahlennorm:
L aus [|A[|=0 folgt A=0 Die Norm einer Zahl z € C ist stets als der Betrag dieser Zahl
2 [l All = [al-|A] definiert: ||z[| =|z]
3. I|A+BJ| < ||A||+||B|| (Dreiecksungleichung)
n 1
Vektornorm: I1xll, = Z X7 |
Fur Vektoren ist eine p-Norm wie folgt definiert: Im Falle von p=1 spricht man von der Summennorm, im
Falle von p=2 von der euklidischen Norm, welche der Standardfall ist. Der Grenzwert p—oo, H 5(’”00 = max |Xl.| ist die
i=1..n
Maximumsnorm.

Es gilt: Aus 1 < p < q <  folgt HX'Hq < H}Hp

. Daraus folgt:
Matrixnorm:

Fir Matrizen konnen Normen durch Vektornormen wie
folgt induziert werden (Natiirliche Matrixnorm):

I ||_,|_|’” = max||A-x|| |A|L :\/(max EW(A))-A"-A (Spektralnorm, induziert durch ||X||, )
I¥l1=1

Die induzierten Matrixnormen erfiillen die beiden ||All,, =max Z|‘11]| (Spaltensummennorm, induziert durch |||, )
zusétzlichen Eigenschaften: i=1.n j=1

|A|l, = max Z |ay| (Zeilensummennorm, induziert durch ||x||1
j=l.n j=1

I|A]l = max

o JJAX|| <||A|l|X]| (Vertrdglichkeitsbedingung)
« ||A-B|| <||Al[‘||B|| (Submuitiplikativitit)
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Definitheit

Sei A eine hermitesche Matrix und X ein beliebiger Vektor, dann ist die Definitheit von A wie folgt definiert:

*  AheiBt positiv definit, wenn X - A-X >0 — alleEWvonA>0 ay | ap | ag Hurwitzkriterium:
. 7 a.la A ist positiv (semi)definit, wenn
e AheiBt positiv semidefinit, wenn X ‘A:X >0 — alleEWvonA=>0 il die Determinanten aller
- H N a3 A3 Gy fiihrenden Hauptminoren > (=) O
* A heiBt negativ definit, wenn x -A-x <0 — alleEWvonA<O : sind.
«  AheiBt negativ semidefinit, wenn X -A-X <0 — alleEWvonA<0 det(’,) >0, det(’,) >0, det(As) > 0, ... — positiv definit
* A heiBt indefinit, wenn sowohl positive als Dieser Vergleich ist moglich, det(%.) <&et( w< 0, ... ~ negativ definit

weil bei hermiteschen
Matrizen alle EW reell sind.

auch negative EW existieren. Alternierende Vorzeichen bei

negativer Definitheit.
Wenn A positiv (semi)definit ist, dann ist -A negativ (semi)definit und umgekehrt.

Cholesky-Verfahren:

Wenn A positiv definit ist, dann existiert genau eine untere Dreiecksmatrix L mit L - L = A und positiven Diagonaleintrigen l; > 0. Fiir

L gilt: fiir j = 1..n { lij Z L ik falls IH_O STOP: A ist nicht positiv definit! sonst [ -—x/l]] sfiri=j+1l.n {I; = a;— Z Ly L

1}

Es gilt: |l |< y a fiir i = 1..n; j < i. Das Cholesky-Verfahren ist gleichzeitig der schnellste Test aufpositive Definitheit.

Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem kann als Matrix wie folgt dargestellt werden: A-X =b. Es ist genau dann eine Lésung, wenn

rang(A) = rang(A s b) . A ist demnach quadratisch, beide Vektoren und A haben die gleiche Dimension.

GauB3-Algorithmus:

Beim GauBschen Eliminationsverfahren wird eine Lésung X ermittelt. Dafiir werden A und b —2—22_ X X
. . . . . . . a;; ap ais au | b
zusammengehingt und eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix erzeugt. Fiir die Erzeugung einer b
, . , . . < < . |an | a a a
oberen Dreiecksmatrix werden nach einander die Untermatrizen A1, .., A, betrachtet. Jede Untermatrix |~ | “22 2% bz
- . , as |ax |a a
Ay wird nun durch lineare Rechenoperationen auf dem gesamten System (A,b) so umgewandelt, dass | =% | °% | 9% <3| =3
der erste Spaltenvektor von Ay Null wird, bis auf das erste Element &1, (Pivot-Element). Dafiir muss ein an |an |8 au| Ds
Pivot-Element d,;: = O gewéhlt werden, indem Zeilen (oder Spalten) des Systems vertauscht werden.
Um  Rundungsfehler = zu  minimieren  sollte dy 1= lr_nla)ni it 3 %  x X
. ~ ~ . . a1 ap  as ayy | by
(Spaltenpivotsuche) bzw. da, ;= max d, ; (Vollstindige Pivotsuche)
’ i=1..m;j=1..m U 0 A2z a3 A4 b,
gewihlt werden (m = n+1-k ist die Dimension von Ay). Vollstindige Pivotsuche O Asy Az @z | by |=II-|as/axy[ II
ist genauer, jedoch miissen dafiir auch Spaltenvektoren vertauscht werden, was 0 a1y  Ass  Asa | ba | =1V -jag/ag II

zu einer Umsortierung der Elemente von X fithrt. Ist &1 = O (trotz

Pivotsuche), so existiert keine c~)der keine eindeutige Losung fiir X . Um die iibrigen Elemente Riickwirtssub stituti on:
des ersten Spaltenvektors von A, zu nullen, kann wie neben zusehen vorgegangen werden. Die
ermittelten Faktoren 1;; kénnen in einer Matrix L oder besser anstelle der entstehenden Nullen Z ra X';
' k+1
gespeichert werden. Fiir L und die iibrigbleibende Matrix R := A* gilt nun: L-R=P-A-Q .| X', = =
Hier ist R die berechnete, obere Dreiecksmatrix mit den Pivot-Elementen auf der kk .
. . . . . , Zur Berechnung mit k = n
Hauptdiagonalen, L eine untere Dreiecksmatrix aus den ermittelten Faktoren und Einsen auf beginnen!
der Hauptdiagonalen, P die Permutationsmatrix der Zeilenvektoren und Q die
Permutationsmatrix der Spaltenvektoren (Q = I bei Spaltenpivotsuche). Die Losung wﬂ)ﬂl}ml:
- -1 %
x=0Q ' Q ‘X' ergibt sich nun aus der Riickwirtssubstitution. Das Speichern von L hat — Z l,b'";
- i=1
den Vorteil, dass nun b " aus b berechnet werden kann, durch Vorwdrtssubstitution. Somit b 'k = I
- Kk
kann das System mit wenig Rechenaufwand fiir eine andere, rechte Seite b erneut geldst| 7, Berechnung mit k = 1
werden. Bei Spalten- oder vollstindiger Pivotsuche ist |1;| < 1. beginnen!

Falls A hermitesch und positiv definit ist, kann die LR-Zerlegung mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens durchgefiihrt werden, welches im

Vergleich zum gauBschen Eliminierungsverfahren nur halb so rechenaufwindig ist.




Stérung linearer Gleichungssysteme:

Sei A eine invertierbare nxn-Matrix und |||| eine induzierte Matrixnorm, dann heiBt cond(A)=||A||||A7"|| die Konditionszahl
von A beziiglich der Matrixnorm. Diese beschreibt die Sensitivitit beziiglich Storungen AA, Ab.

-_ 7 2 7= 1
Das urspriingliche Gleichungssystem wird nun wie folgt gestért: A-Xx =b - (A +AA)- X =b+Ab mitb=0, ||AA| < ||A71||

und beliebiger Matrixnorm, dann gilt:
= o Maschienengenauigkeit:
[X—x%]] cond(A) _[]lAA], [|4b]
11 M 1Al 1] mit €=2""" angegeben, mit n, als die Anzahl signifikanter
”A” Binérstellen in der Mantisse; -1, weil Fehler héchstens halb so grof3

Das Ergebnis der LR-Zerlegung ist in der Praxis fehlerhaft (L, R), ist, wie die kleinste, darstellbare Differenz.

Bei der Rechnung mit Floatingpoint-Werten wird die Genauigkeit

1—cond(A)-

F R . & — ~
sodass gilt: L-R = P-A-Q+F Dabei ist F die Fehlermatrix mit |f,]| < 2-]-(1-1— , @ =max max |d, u| wobei k die Nummer
—& ko i) '

der Pivotsuchenwiderholung ist. Umgekehrt lésst sich fiir das Ndherungsergebnis X schreiben: (A+E )-)? = _E; mit Fehlermatrix E
2:(n+1)e (L7 ) < 2-(n+1)-e . .
—_— | u| | u| ————-n-a Fir Spaltenpivotsuche gilt: a max max|a

1—-n-¢ 1—-n-¢ i
fiir vollstdndige Pivotsuche (Rote Ungleichung ist unbewiesen): ’ 1
a< max (k+1)- max|a | < max\J k-2 32 SR max|a
ij

und |eu| < u|

|
ij
Tensoralgebra

Ein n-dimensionaler Tensor m-ter Stufe ordnet jedem Punkt im n-dim. Raum ein Tupel aus n™ Zahlen zu. Motivation der Tensoralgebra
ist, bestimmte Gleichungen in einer Form (Hier Indexschreibweise / Ricci-Kalkiil) ausdriicken zu konnen, die vom gewdihlten
Koordinatensystem unabhéngig ist. Solche invarianten (vom Koordinatensystem unabhingigen) Gleichungen heiBBen
Tensorkomponentengleichungen. Mit der Algebra des Ricci-Kalkiils kénnen allerdings auch Tensorgleichungen formuliert werden, die
nicht-Tensorkomponenten beinhalten oder vom Koordinatensystem abhéingig sind.

Multiplikation ayby a,by,ayby ay by
A’B,, =C/,, - ay ap| by b12) _ | auby ay by a, by ay by

1 1 =
In der reinen Indexschreibweise gilt das Kommutativgesetz Gy G| by by a,,b by, Ay byy Ay by,

a;by  aby|ayby  ayby,
Einstein'sche Summenkonvention
Wenn gleicher Index in einem Tensor eines Produkts unten und einem Tensor oben auftaucht, dann wird iiber

diesen Index summiert: . ..
Die Indexposition

Ko ‘ ‘ P im Divident des
Aij ‘B, =C j 1 wobei C i = Z Aij ‘B, Die Summations-Operation hei3t Tensorkontraktion Differentialquotient
i en verhalt sich

Die Vektor-Matrix-Multiplikation (Exemplarisch im R?®) lisst sich wie folgt in Tensorgleichungen iiberfiihren: | auerhalb genau

- - - - ; - andersherum.
b=aM=aqM,+a,M,+a, M, — b,.%:%aj-M,.’ (wobei M, 5 die Spaltenvektoren von M sind)

Die Matrix-Matrix-Multiplikation wie folgt: A=B-C - A J %=%B; k'C k J

Oftmals werden auch im Tensor-Kalkiil Vektoren mit — gekennzeichnet. Der Vektorpfeil kdnnte im Prinzip als zusétzlicher Tensorindex
(ob oben oder unten ist situationsabhéngig) verstanden werden; wird jedoch nur verwendet, wenn die Komponenten dieses Vektors im
kartesischen System liegen. Generell konnen die Indizes im Tensorkalkiil frei gew#hlt werden und miissen entsprechend angepasst
werden, wenn ein Term in einen anderen Eingesetzt wird, um keine ungewollte Summation auszuldsen.

Dualraum

Die Darstellung der Indizes oben (=kontravariant) und unten (=kovariant) geht
auf den Dualraum zuriick. Dabei gibt es zwei dquivalente Beschreibungen eines
Vektors. Der Unterschied wird in nicht-orthogonalen Vektorrdumen deutlich. Die
kovarianten Basisvektoren zeigen in Richtung der Koordinatenachsen. Jeder

. . - .
kontravariante Basisvektor (¢ steht senkrecht auf allen kovarianten

Basisvektoren § j#i-
Ein Vektor V lasst sich nun auf zwei Arten darstellen: V%=%V"3,%=%V ,':(jj

Eine Vektoraddition é :A+B kann ko- und kontravariant erfolgen:
C.=A+B, o C'=A+B" Fir die Linge eines Vektors gilt:




HVH%:%\/ Vl-'Vl Projiziert man den Vektorpunkt V in Richtung der kontravarianten Basisvektoren auf die Koordinatenachsen

(aufgrund der Orthogonalitidt der kontravarianten Vektoren zu den Achsen entspricht dies dem Skalarprodukt mit dem kovarianten

Basisvektor), so erhélt man die kovarianten Komponenten des Punktvektors: V,= \7 °g ; umgekehrt gilt Vi= \7 i §i

Metrischer Tensor

Der metrische Tensor dient zum Umrechnen zwischen ko- und kontravarianten GroBen. Durch Einsetzen von V in Vi aus dem Abschnitt

Dualraum kann man schreiben: V}-%:%(Vi'-gi) g %= %V (E]l §] )% %V gU%_%gU V Aus gu%—%g g}% =%G folgt, das der

metrische Tensor symmetrisch und positiv definit ist. Aquivalent gilt fiir den kontravarianten, metrischen Tensor: g’%:% g . g
Vj%:% gU-V,- Die doppelte Transformation (also hin und zuriick) muss wieder den Ausgangswert liefern:
Vl%:%gk,-g”-vl-;%%v,:vi - Vl-%:%gk,--g’j-V,- - gk,--g'j%:%d,f o gij%:%(gki)_l Wobei 6 die Einheitsmatrix (Kronecker-

Delta ist)

Auch die Basisvektoren(tupel) lassen sich transformieren: _gi%:%gij-_g i Z]i%:%g,-l--_?}’ Nun l&sst sich aus bekannter, kovarianter

Basis die kontravariante Basis berechnen und umgekehrt.
Krummlinige Koordinaten
In krummlinigen Koordinatensystemen sind die Basisvektoren ﬁ ; ortsabhéngig. Zwischen den kartesischen Koordinaten x; und den

krummlinigen Koordinaten des anderen Systems ©; gibt es Transformationsvorschriften der Form: X'Zfi(e ...,9") Die

aX 2 >i_ 69

Basisvektoren ergeben sichnunzu: g, = e, g= ek wobei €, die Basisvektoren der kartesischen Koordinaten sind.

06"

gj . Zeigen in jedem Punkt in tangentiale Richtung der Koordinatenachse 6;; j . innormale Richtung zu 6.

Koordinatentransformation
Analog zu den Formeln aus dem Abschnitt Dualraum kénnen Tensorkomponenten nicht nur zwischen kartesischen - und krummlinigen

Koordinaten, sondern auch zwischen zwei verschiedenen krummlinigen Systemen 0, 9_1. transformiert werden. Die
n! I
. . . 1 _ 6 9 1 _ a 9 . i i
Transformationskoeffizenten ergeben sichzu:  @,=—=  @,=_—=  wobei a,-q, =6,
00 006
Transformation kovariant kontravariant
_I 5 = I k_ _k 7l Sk_ _k 1,1
Vektorkomponenten Vk:ak.vl Vk:Qk'Vz \% =q, vV \% =a, VvV
; -~ _ 1=z > 1= Sk_ k zI 2k_ _k =1
Basisvektoren i Cl -, g,=a,"g, g'=a,g g =a,-g
i 71 =l _m _ — _ 1 m ik__ i _k —Im —ik_ i =k Im
Metrikkoeffizienten gik_ai.ak'glm gik—Qi'Qk'glm g _Ql.gm.g g _al.am.g

Differentialoperatoren
Um die Differentialoperatoren im Tensorkalkiil zu schreiben, ist es hilfreich, sogenannte Christoffel Symbole einzufiihren, sodass gilt:

04, Zy 1 0g, 0g; 0O
gk_Fkl gm darausfolgt FE — 6 X 69 l im gl;l+ g;{l_ gllk
06 00%00" 9 x' 2 00 00 00
. VA 1 0 [T «/k . iky_0a 4
divV = —+V'-T',, = ——— |94V div =

69k kl \/"gik‘ aek (\‘gk ( ) aX k

1 6 i 0D oD =k
ACD— MZZ rad® = —

= w0V Kli
rotV=e 'T-Qk mit dem Spatprodukt e



Spezielle Relativitatstheorie

In der speziellen Relativititstheorie werden konstant bewegte Systeme betrachtet. Der Einfluss der Schwerkraft wird vernachléssigt.
Daher werden im Folgenden zwei kartesische Inertialsysteme betrachtet, die zum Zeitpunkt t = O ibereinander liegen und o' bewegt
sichin ' mit Geschwindigkeit v in 63 Richtung.

Der Einfachheit halber wird 0' substituiert: 0'=x  0°= y 0°=z 0= Jcot ( 6 dquivalent)

. A _ _ —v- v
Fiir die Transformation ergibt sich: 0'=a,-0* "— Daraus folgt: X=x Y=Y g=2_Vt t——-z
2 c
& _ ST S~
10 0 0 sogil: Y (0')’=(6')°=0 | e L
g'f (0 1 0 0 |6 i=1 i=1 | ==
92 Y 92 1 \ CO
1=10 0 Y j—v!| mit y=-——— |Héufig wird auch der Faktor [f=— verwendet.
6° Co 6° [ 2 Co
0" .V o4 V 1= IDie Riicktransformation ist identisch bis auf
00 —j—v v Co s34
€o ay=—04 = dz=—03

Ein Event beschreibt die Ausbreitung einer Kugelwelle von einem bestimmten Ort (zu einer bestimmten Zeit). Da dies mit

Lichtgeschwindigkeit passiert, sieht die Kugelwelle in allen Bezugssystemen gleich aus. So kénnen Events E; im Ursprung von 6, zum

- At —_ At
Zeitpunkt t=———und E, zum Zeitpunkt =+ 7 passieren um die gleiche Entfernung zum Ursprung von 60 ; zu haben. Dann

betrégt die Zeitdilatation, mit der E; und E, den Ursprung von 91. erreichen At=At-y. Die Lorentzkontraktion ergibt sich zu

Az
Az=—— Die Zeit vergeht in jedem Inertialsystem unterschiedlich schnell. Jedoch lisst sich fiir jedes Teilchen eine Eigenzeit T

Y
‘ \‘ 2 _
L, u - |, dt_d v d v v-u,
definieren sodass gilt: dr=dt+| 1——=d -y 1—= wobei ——=——|t——z|y=—-|t——| u,dt|-y=|1— :
\‘ Cé \‘ E‘g dt dt Cé Y dt Céf Y Cé Y

Die Eigenzeit ist das Alter des Teilchens, also die Zeit, die in demjenigen Bezugssystem herrscht, in dem das Teilchen in Ruhe ist. u ist die
totale Geschwindigkeit des Teilchens im entsprechenden Bezugssystem. Geschwindigkeiten transformieren sich wie folgt:

- u u—v -
nlzil-l auzlli wobei u;=u, die Geschwindigkeit in 0, -Bewegungsrichtung (hier z) ist und
v-u v-u R
1- 2 LY 1— 2 I U, die Geschwindigkeit orthogonal zur Bewegungsrichtung.
0 0

Invariante Gréf3en
Invariante 4-er Vektoren werden fett geschrieben.

» Eigenzeit T (Wie oben)

¢ Ruhemasse mg

e Ladung Q
* Ortsvektor §=9i~§i=éi-§i
._ds_dsdt . .
* Geschwindigkeit U=——=—— u°u=—c(2)

d
- - - > 2 2
e Impuls p=mgu pe*p=—mycC,



Feldtheorie

Maxwellgleichungen fiir ruhende Medien

Integrale Form: . Differentielle Form:
- 0B(x,t) .. . RB(>
[EFt)d3 =~ ét ). 45, ot (E(%,1)) = — 2B
dA A ot
FI(3t)-d5 = f(aD("’t) 3(3.0)| -d7, ot (F(x.0) = 22E0 55 4
dA A ot ot
D(%,t)+dh,, = [ p(%,t)dV div(D(%,t)) = p(%,t)
v v div(B(%.1)) = 0
(.}‘[,B(X’t).dnav =0 Fouriertransformierte Form

Im Falle isotroper, linearer Medien konnen die Gleichungen fiir

Mit A : einfach zusammenhingende Fliche, dn : infinitesimale
einzelne Frequenzen auch als Phasoren geschrieben werden:

Flichennormale, dS : infinitesimale Wegtangente, V : einfach . . . . R
zusammenhingendes Volumen I‘Ot(E(_)Z)) = —jwlj(}) rot(ﬂ(})) = ij(})+l(5€)
div(D(%)) = p(%) div(B(X)) =0

Y op(X,t)

Kontinuititsgleichung div(J(%,t)) = - ot
Materialbeziehungen
Angemein: R R lineare Medien lineare, isotrope Medien

D(X,t) = &, E(X,t)+P(X,t) D(%,t) = e, (%) E(%,t) D(%,t) = epe, (X)-E(%,t)

H(z,0) = LB(Z,0)—M(%,0) B(X,t) = poii, (%) H(%,1) B(X,t) = pop,(%)-H(Z,t)

. o J(%,0) = R(R)-E(%.¢) J(%,0) = k(3)-E (%)

J(X,t) = K(X,t)*E(X,t)

N R Oft werden & und & bzw. po und p, Im Falle homogener Medien sind &, p, k

Mit P :Polarisation, M :Magnetisierung zysammengefasst zusiitzlich von X unabhiingig.

Rand- und Stetigkeitsbedingungen

T
Qualitativ:
E=K=1,= 1
, O Je

g<8 K>K I,~H,

:512,11
Ax(E,~E—1)=0 |f+*(D,~D-1)=¢ Fe(J,—F—1) = -2 Ax(H,~H—1)=1J, ii+(B,~B—1) =0
E,-E, =0 D,—D,, =0 ’ ot H,—-H, =J; B,,—B,, =0
oo
J2n_J1n = _E
Brechungsgesetze:
E-Statik [-Statik B-Statik
tan(a) & D, _E,, tan(a,) &, _Jy, _Ey, tan(B,) u _ B, _H,,
tan(az) & D, E, tan(a'z) K, J,, E, tan(ﬁz) ¥, B, H,,
Kraft auf Grenzfliche:

-7 = ﬁo(wz—wl+ren+rmn) (vgl. Kraft im Elektromagnetismus)




Energie im Elektromagnetismus

BU
w=J oAV it o(F)=0q(F) oy f IE(D(x))IdD+ [ || (B(%))|dB
0
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Wellengleichungen fiir Felder
Fiir die Wellengleichung wird J (5(’, t) zerlegt in K -E (_)?,t)+f e(},t ) , wobei Je eine von E und H unbeeinflusste, durch &uB3ere

Krifte bedingte GroBe ist. Umstellen der ersten Maxwellgleichung nach H, einsetzen in die Zweite und ableiten nach t ergibt die

Doppelwirbelgleichung fiir E:

rot(E(SE, t)) _ GZE(_)E,t) R aE(§, t) afe(}’t) Gultig fiir lineare, relaxationsfreie, isotrope Gebiete; €
W = —S(X)'T - ( ) ot - ot und K diirfen nicht von der Zeit abhéngen.

Durch Umstellen der ersten Maxwellgleichung nach E, einsetzen in die Zweite und anwenden der Rotation erhélt man die

rot

Giiltig  fur lineare, relaxationsfreie,

—K(t)~ 6(}1 (_)2’ ta)'H (32’ t)) +] (52 t) isotrope Gebiete; € und K diirfen hier nicht
t e

vom Ort abhéngen.

& p(%,0)-A(%,t)
ot’

rot|rot (H(%,t))] = —&(t)-

Doppelwirbelgleichung fiir H:
Unter Annahme weiterer Einschrénkungen ergeben sich einfachere Gleichungen fiir E und H. Typisch sind:

( Inhomogene, generalisierte Wellengleichung:
- O’E(%,t) 0E(%,t) 0J,(X,t) grad(p(%,t))
AE(X,t)—p&e——3— —pk—=—"==p +
ot ot ot €
\ v J\ v J o\ v J
Schwingungsterm Dampfungsterm Anregungsterm
r A 5 N 7 A N
- 0" H(X,t) OH(X,t) -
AH(x,t)—p&e——"—— uk———=——= = —rot|J,(X,t
(%) —pre o e S TFo0)
’Inhomogene, harmonische, generalisierte Wellengleichung:
- =iy > rad(p(X ik 0 _. = 2w\
ME(R)+ o' pre E(R) = ioped, (1)« P90y me O 0oy B(7,0) = Rel E(R) ¢
- 3
—— - [
-p? : Ausbreitungskonstante
K . K .
g R outan W _ y=w-\/]“lz—g-s/\/—+1—1+1w-\/%-\/\/—+1+1:1k
_| 2 aER) b peHR) = —rot| T, (%)) we we
§ i % Re() =a: Im(y) = B : Phasenkonstante
a | g _ Diampfungskonstante
9 - Homogene, harmonische, generalisierte Wellengleichung:
tn AE(S(’)+&)2-}1‘§-E(_)?) =0 AE(§)+w2-p~§~ﬁ(}) =0 Typ: Helmholtz-DGL
= L
Homogene, harmonische Wellengleichung:
L AE(})+Q)2-]1-€-E(BE) =0 AH(§)+(D2-}1-S-H(§) =0 Typ: Helmholtz-DGL
§ Homogene Wellengleichung: mit dem d‘Alembert-Operator
&9 - aZE X.t o - - > 2 2 2 2 *Oft wird dieser
°§ AE(X,t)—P'E'%’)Z DE(X’t):O DH(X,t):O 0= 624‘ 624‘ 62—%6—2 Operator auch mit
g § ot 0x" 0 y 0z V- ot umgekehrten
= Typ: d‘Alembert-DGL Vorzeichen
i geschrieben.
% Daraus folgt direkt die Maxwell-Relation:
.
]
. 1 m 1 c -
V=Cc=—7—=|— CO2 = c=—mit Brechungsindex n = \/]Jr-sr
. e S Ho & n
Inhomogene Wellengleichung:
OB (x.0) = p- 22Xt | 9rad o) s ) = ror|T(%,0)
\_ - ot &




Wellengleichungen fiir Vektorpotentiale
Aus der vierten Maxwellgleichung folgt, dass B immer eindeutig durch ein Vektorpotential A beschrieben werden kann (Zu Kliren: Kann

B eine Potentialstrémung sein?), sodass B (55 , t) =rot (A (55 , t)) Anmerkung: Durch bilden der Rotation geht die Informationsmenge
von genau einer Feldkomponente verloren. Das folgt aus diV(I‘Ot(A(} ) t))) = 0. Dies muss bei der Bildung einer inversen Rotation

beachtet werden: Ist A ein Vektorpotential von B, so ist auch A (5(’ s t) = Z\(X’ s t)+grad ( D (32 s t)) ein giiltiges Vektorpotential von B.

OA(X,t

Dadurch schreibt sich die erste Maxwellgleichung als  E (X,t) = — # —grad(d(%,t))

Mit H (32 t) = ﬁ rot (A (32 , t)) lasst sich die zweite Maxwellgleichung schreiben als:
Doppelwirbelgleichung fiir Potentiale:
L [ 0A(%,1) -
- 0 )| —=—+grad (D (X,t -
rot 7rot(A(52,t)) =_ “5 ot grod(@ (3 )))K(_)E t)- 78A(X’t)+ rad (®(%,t))|+J,(%,¢)
p(x,t) | ot ’ oc 9 ’ e

Sie ist giiltig in allen isotropen Gebieten, erfasst jedoch nicht den statischen Fall.

Fir p, €, K := const. folgt die

Feldgleichung fiir Potentiale:

div<A<x,t)):—pg-%—pm(z,t)
- A (R,t A (X,t 0D (%,t
AA(R,t)—pe: é()t )_”k' Egt ) #

Wie oben erwéhnt, ist A unterbestimmt und kann so gewéhlt werden, dass z.B. div(A) einen bestimmten Wert annimmt. Ublich ist:

=grad| div(A(X,t))+pe- —p-J,(%,t)

+uKk-®(X,t)

* Coulombeichung: le(A(X’t)) =0 Tatséchlich ist im dynamischen Fall der Quellenanteil des

- Lorenzeichung: div ( A(SZ ’ t)) — _iz. 0D elek'.crischen Feldes eindeutig tiber die Kontinuitétsgleichung
c; Ot bestimmt.

Wenn keine Raumladungen vorhanden sind, kann auch E eindeutig durch ein Vektorpotential beschrieben werden, sodass

E (5(’ ) t) =rot (A;I(X’ ) t)) Durch Umstellen der ersten - und zweiten Maxwellgleichung nach H erhélt man:

dA,(%,t) - 7
,Lm-Ae,(k‘,t)wofl(Je(}’t))

H(z,0)= —%.j rot(rot(A,))de  FI(%,¢)+grad (@, (% 1)) = &=

Einsetzen der ersten Gleichung in die Zweite, multiplizieren mit p und Ableiten nach t liefert:

- - D, (% A% A3 ROAE:
AAel(Sf,t)—grad(diV(Ae,(k',t)))ﬂiagmd( H(X)t>):y£a eI(X’t)_i_ Ka el(x’t)+ drot (Je(x’t))

p K
ot ot ot ot
A S \ J
vV 4
= 0 (durch Lorenzeichung) hier kann Coulombeichung verwendet werden

So folgen die

inhomogenen, vektoriellen Wellengleichungen:

2A(% A% - . A (%t 0A (Xt drot (T, (%,t
T M T T

ot ot ot
In solchen linearen Gebieten konnen E und H durch Fourier- bzw. Laplacetransformation immer in monofrequente Anteile zerlegt

AA(X,t)—p

werden, und es kann fiir die Wellengleichung komplex gerechnet werden:

AA(})+k2'A(§,t):—L(§) A&(})sz-ie,(i,t)=iwy-rot_l(;(5<')) Fiir Je = 0 ist dies vom Typ Helmholz-DGL.



Feldgleichungen in Tensoren
Um die Potentialgleichungen in Tensoren zu {iberfiihren, werden zunéchst die Ortskoordinaten und die Zeit durch die komponenten des
—joe

4-er-Vektors ersetzt. So folgt: 7"
¢y 00

i: J C(fi4 und die Lorenzeichung stellt sich dar als div A=
ot 00
Anstellevon A und @ tritt der d-er Vektor Q:  Q'=A' Q°=A> 0°=A" Q'=Ll.o - div(é)_o

AnstellevonJtritt I I''=J'  I'’=J° I’=J° TI'‘=jc,p - diV(f)ZO

0 —H, H, jcy D,
i k .
f’k:i 90 09\ H, 0 H, J_CO D, div(f)=I ersetzt div(D) = p rot(H) = dD/dt +]
Ho\ 0%, 0x —-H, H, 0 jco'D,
_jCO'Dx _jCO.Dy _jCO.Dz 0
0 .]Ez _JEy _CO.BX
F*ikzl-eiklm'FlmZ _.JEZ O JE, —¢o'B, diV(F*)Zﬁ ersetzt div(B) =0 rot(E) = -9B/at
2 JE, —jE, O —cy B,
¢yB, ¢¢B, ¢yB, 0

. p-Zy f* fir i#z4 A k#4
F =l K g _
—Z,f" fiur i=4 vk=4
&

r



Differentialgleichungen

Poisson-DGL
Sei Q CRE XER; f: Q — R (bekannt); ® : Q — R. Nun ist die Poisson-DGL eine elliptische Differentialgleichung der Form

AP (32) = f(}) Zur Losung muss auflerdem ein Randwertproblem bekannt sein. Man unterscheidet zwischen:

Dirichlet-Randwertproblem [0)) (a Q) =@, (a Q) @ ist auf dem Rand gegeben.
Dirichlet-Randwertproblem [0)) (a Q) = const @ ist auf dem Rand konstant und das (Volumen)integral von
mit schwebendem Potential Q f tiber Q ist bekannt (Dies entspricht der Gesamtladung im
f f (69) dQ = & Falle eines elektrostatischen Potentials).
Q
Neumann-Randwertproblem | 0@ (a Q) o Die Normalenableitung von @ ist auf dem Rand gegeben.
on (a .Q) =Q', (6 Q) (no: Normalenfeld von Q)
0
Robin-Randwertproblem 0od (a ,Q) Eine Linearkombination  von (o} und dessen
A-@ (a Q)"'B m =¥ (a Q) Normalenableitung ist auf dem Rand gegeben.
0
Im Falle eines Dirichlet-Randwertproblems mit Q = R und lim @ (52) = 0 spricht man von der Freiraumlésung,
1% - o

In diesem Fall erhélt man eine Fundamentallésung, indem man die Fundamentallésung ®; der Laplace-DGL im Freiraum mit f faltet:

D (%) =f(X) *(Df(k’) = f f(a)fpf (X—G)dq Im Falle eines elektrischen Potentials ist dies das Coulomb-Integral.
R'

Um die Laplace-DGI auf anderen Gebieten, als dem Freiraum zu 16sen, kann die Greensche Funktion benutzt werden. Diese setzt sich
zusammen aus  G(X,§)=@;(X—q)+h(%,g) wobei ®:die Fundamentallssung und h eine Hilfsfunktion ist, welche die Bedingung:
0’ h(?f a) erfillen muss. Aus der Singularitit von @®; im Ursprung folgt

q 0 qz 8q2 =0 Aq G(_)Z ,(_j) =—6 (X’—a) .Je nach Randwertproblem muss auf3erdem gelten:
n

Dirichlet-RWP h(x’,zjeag):—@f(aeasz) G(X,q€0Q)=0
Neumann-RWP \fi,grad (G(%,§€0Q)) =c

Nun werden das gesuchte @, sowie G in die zweite, greensche Integralformel eingesetzt:

X,q) Vo 0D(T Es wird immer nach
_G(X,CI)' aéq) d(@Q) q abgeleitet und
( ) ( ) integriert.
0d(g .\ 0,G(%,9
—d(q)— d(oQ
2d)_g(3). 2058 (5g)

Im Falle eines
elektrischen
Potentials heiRen
diese Gleichungen
auch
verallgemeinertes
Coulombintegral.

fur Dirichlet-RWP

(a)c d(a _Q) fiir Neumann-RWP

J

v
= const.

Die Schwierigkeiten bei diesem Verfahren bestehen darin, dass die Integrale oft nicht oder nur schwer losbar sind und darin, eine
Greensche Funktion zu finden. Nicht fiir alle Anordnungen existiert eine solche Funktion.

Daher ist es meist einfacher, ® zu zerlegen in eine homogene und eine partikulire Losung: @ (%) = @, (X) +0, (%)

Nun soll ®, die Poisson-DGL nur im Freiraum lésen (Coulomb-Integral) und @ soll nur die Laplace-DGL l6sen, mit angepassten

Randbedingungen @, (0Q) = CDO(GQ)—(DD(G Q)

Helmholtz-DGL

Sei Q € Ry, ® : Q — C. Die Helmholtz-Differentialgleichung ist eine elliptische Differentialgleichung der Form
AD(X)+k™D(X)=0

Im R? ist die Helmholtz-DGL in 11 Koordinatensystemenm gem#R dem Separationsansatz von Bernoulli separierbar. Dabei ergeben

sich fiir die einzelnen K; unterschiedliche Differentialgleichungen. Um diese direkt hinschreiben zu konnen, gibt es den Stickel-

Formalismus. Dabei erhilt jedes Koordinatensystem eine Matrix, die Stickelmatrix. Es kann dabei mehrere giiltige Stickelmatrizen zu
einem System geben.



Eine S ( X ) S ( X ) S ( X ) AuBerdem werden Dabei ist S, einMinor  Fir die Metrikkoeffi-
Stickelmatrix _ AL 12371 133 Unterdeterminanten von S, bei dem die i-te Zienten —
ist wie folgt =] sy(x,))  5p(x,) 523(X2) benétigt: Zeile und die j-te gilt: b det(S)
aufgebaut: 531(X3) 532(X3) 533(X3) ?,-,j = (—1)i+j-det(5i,j) Spalte fehlen. i V Ei,i

Nun werden drei

__hy-hy-h; Die drei separierten, gewthnlichen

Hilfsfunktionen gebildet aus: 91(Xi) ‘ gz(xz) g 3(X3) ~ det ( S) Differentialgleichungen lassen sich dann schreiben als:

1 . —
gi(Xi> dx;|™

3

: g'(Xi>'d(pdi—)(:<i> + Zsij(xi)'ai "Pi(Xi>:0

j=1

wobei o, =k und o, o, beliebig gewéhlt werden.

Laplace-DGL
Die Laplace-DGl ist je nach Situation ein Spezialfall der Poisson-, Helmholtz-, oder d‘Alembert-DGL: A ® (3(’) =0 Auch hier muss
fiir die L6sung ein Randwertproblem gegeben sein. Funktionen ®, die die Laplace-DGL erfiillen, heiBen harmonische Funktionen.

Die Freiraumlésung /Fundamentallésung fiir -
R . _In(Ix) -
Q = R2\0 lautet: 5 flirn=2 _ 1
- T = —
@,(X) = 1 _ AT XA X
Dabei ist w, die Oberfliche der n- 2 nn/2 — fur n>2 fiirn=3
dimensionalen Einheitssphiare: ®n = r (n/2) (n _2)'wn'||x||

Anmerkung: Die Freiraumlésung @ besitzt eine Singularitit im Ursprung. Falls dieser € Q ist, entsteht dort ein Dirac-Impuls.

Genau, wie bei der Poisson-DGL kann auch hier die Greensche Funktion benutzt werden, um Lésungen fiir andere Gebiete, als den
Freiraum zu finden.

Insbesondere, wenn ein orthogonales Koordinatensystem existiert, in dem die Laplace-DGL separierbar ist und dessen
Koordinateneinheitsflichen auf oQ fallen, l4sst sich die Laplace-DGL leicht mit dem Separationsansatz von Bernoulli 16sen:

Hierfiir wird @ (32) =0 l(X 1) 0, (Xn) gesetzt. Die Laplace-DGL schreibt sich dann in kartesischen Koordinaten:

2 2
62(/)1 az(pn 1 a (pl(xl>+ + 1 a (pn(xn) -0
@t +..+0. ... : = i : -
Oy, PYe Q@ P 0 teilen durch ® 0,(x,) X 0,(x,) 0x>
1 n \ v J \ v J
Die einzelnen Summanden der Formel kénnen nur konstant K K,

sein, damit die Gleichung iberall erfillt werden kann. Fiir jeden Summanden ergibt sich dann eine gewohnliche

Differentialgleichun 2. Ordnung. AuBerdem ilt die .

& & & & ki = (piz(Alncosh(kl.xl.)+Bl.-51nh(kixl.))
Separationsbedingung ~ K,+...+ K, =0 Damit diese erfiillt

) . N . Ki={ 0 = ¢= (A.+B.-x.)

werden kann, miissen einige K Null oder negativ sein. Dabei 5 ! b
werden folgende Fille unterschieden: —ki = ¢= ( A,-cos(k;x;)+B;sin(k, Xz‘))
Genau, wie die Helmholtz-DGL ist die Laplace-DGL als ein Speziallfall davon mit K = k? = 0 und reellen Funktionen und Konstanten
im R? in 11 Koordinatensystemen separierbar und es kann der von der Helmholtz-GDI bekannte Stickelformalismus verwendet
werden.
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Vierpolmatrizen

Y-/Attmittanzparameter Z-/Impedanzparameter
I (Y Yio| U Uil _ 2z, 2z, | 1, o o
- - 1 Zy Z,, 2
I Yar Yoo | U U, Zyy Zoo) | Iy < | <
| z, 0, z, M,
y=2z" 0 —o
Addition bei det(G) Gia| |[@z —det(A) =] Addition bei det(H) hy, “b, -1
Shunt-Shunt y=| 922 G2|-|%2 G a Series-Series  ,_| Mo | _| bu b,
— —9, 1 -1 a j— - 1 —det(B -b
Yc Ya+Yb - Yc g g_ . T 7 Zc Za+ Zb = ZC 21 o ; ( ) 11
—o | 22 22 12 12 o— b —o 2 2 21 2,1
H-/Hybridparameter
I\ _ 1911 912 . U, U, _ h1,1 h1,2 . I, o
= = I,
U, 921 922] \ I I, h2,1 hz,z U, O 1] c
h K
R — h, 41, %
= =H Addition bei — —o
Addition bei a Series-Shunt H,
ition bei :| H _
. _ +H, =H |:
Shunt-Series G G, a’ b ¢ mH M
— | o b
G,+G,=G, il
A-/Kettenparameter B-/Inverse Kettenparameter
- U _la, a;,||U, U,| _| by by, 11U, - TZ
c : - h < <
s ; I ay, Q| | 1, I, b,, by, | I,
Achtung: Stromrichtung |, hier anders als bei reguldrem _ p Achtung: Stromrichtung I, hier anders als bei reguldrem
Vierpol! In vieler Literatur ist dies nicht der Fall. A=B Vierpol! In vieler Literatur ist dies nicht der Fall.
o—h L 1 PN Y Z1| )1 9u 2, —det(z)| | 1 —hy, o—l L 1 DN
A A _ You Yo | —| 921 91 _lz, Zi, _| hy, h,, Ba Bb
n a [ [ A= = B=|% 2= M : - H o
_OA —det(Y) —yu| |9 det(G) -1z, —h,, det(H) B
c Y1 Yo | 9r1 Va1 Z, Zy, \ h,, hy, ¢
Multiplikation bei Verkettung A A, = A, Multiplikation bei Verkettung B,-B,= B,

bleibt, wenn man das Zweitor herum dreht. Daraus folgt: z12 = Z21 Y12 = y21 hi2 =-ho1 pi2=-p21 det(A) =1 det(B) =

Ein Zweitor/Vierpol heiB3t reziprok, wenn die Ausgangsspannung U,, die ein Eingangsstrom I. hervorruft, gleich E —T
¢ ) c
1 Ein Zweitor, das nur aus passiven Bauteilen besteht ist immer reziprok.

Ein Zweitor/Vierpol hei3t passiv, wenn keine (wirk)Leistung abgegeben wird. Dies schlie3t inshesondere Verstirker aus, die durch

zusétzliche Stromversorgung Leistung einspeisen.

o = - ,_e_ﬁ T-Ersatzschaltbild
lc 1 . 2 Y, £| Jedes lineare Zweitor ldsst sich durch ein T-Ersatzschaltbild darstellen mit

2\=21,"21, Z2,=2y,-2,, Z3=1z,, U,= (22,1_21,2)'11

0= : ? n-Ersatzschaltbild
lﬁl | in Ya [:] Y, ? ’ Nci Jedes lineare Zweitor lasst sich durch ein 11-Ersatzschaltbild darstellen mit
Yi=yuty, Y,=yoty, Ys=—-y, I= (Y2,1_)’1,2)'U1

Projektion von Bauteilen durch ein Zweitor:

Die Kettenparameter-Darstellung kann auch benutzt werden, um ein solches Zweitor mit einem anderen Zweitor zu vertauschen.

Die Zweitore A und T seien als Kettenparameter gegeben; T sei auBerdem invertierbar.

o—1 AH T o o—H T H A H—o Aus der Forderung, dass das Netzwerk an den dul3eren Klemmen das gleiche Verhalten
o—t - H—o o—t = H—o behilt, lisst sich ableiten, dass A* = T'AT

10 I I I 1 7| Im Falle transformatorischer oder gyratorischer Kopplung lassen sich einzelne

DZ - % 1 Z 10 1/ Impedanzen auf beiden Seiten von T als eines der nebenstehenden Zweitore

darstellen. Einzelne Spannungs- oder Stromquellen kdnnen nach dem Prinzip der
homogenen Koordinaten mit Hilfe von 3x3-Matrizen und um 1 erweiterte Vektoren ebenfalls projiziert werden.



Drehstrom

Ein lineares Drehstromsystem lésst sich beziiglich der drei Anschlussklemmen als folgendes Ersatzschaltbild darstellen:

Somit lasst sich folgende Admittanzmatrix aufstellen:

L1 O :
o . QYH I, Y+Yp+Yys =Yy, —Yy3 U
O —_ .
I, H [] Y., I, = Y, Yt Y p+Yy —Y, U,
Y I -Y -Y Y +Y +Y U
13 0 | 23 L3 13 23 BT EiT Iy L3
L H] Weiterhin gilt: —1I,=1,,+I,,+I,,
GND ly Yy [HYzz Y33
IS 2
1 1 1 1 1.. 137
Das System heiBt symmetrisch, falls U, =—U;,=—U;; und I, =—-1,,=—I;; mit a= —§+1% =1-e?® .Es git
a a a a

1+a+a’=0 da’=1 U,=U,—-U,=U, /3. . Durch das anmultiplizieren von a kann die Phase um 120° gedreht werden.

Symmetrische Komponenten

Fir bestimmte Anwendungen ist eine Transformation des Drehstromsystems L1, L2, L3 in ein mathematisches Hilfssystem S1, S2, S3
hilfreich. Die S-Komponenten représentieren jeweils eine Komponente eines symmetrischen Systems (Mit-/ Gegen-/ Nullsystem):

Asymmetrischer Drehstrom  Mitsystem Gegerészygstem Nullsystem Dje Phase von L1 liegt definitionsgemi® auf 0°.
S1.2 .
_ s1 + : + s3.2 Esergeben sich folgende Transformationsmatrizen:
- < KRV ) (11 al[si) [s 1 a d||L1
S2 S3 S3.3 ) 1 5
- L 2.2 L2|=|a" a 1182 [S2|=3|1 a a||L2
L3 L3 a o 1/\83 S3 1 1 1/\L3
—

Fortescue-Matrix F F1



Magnetischer Kreis

Der Magnetische Kreis ist ein Netzwerk, das &hnlich wie der elektrische

Kreis berechnet werden kann. Magnetische Spannung V| = .[ H (}>dl = {Am =U
o !
Knotengleichung: Aus div(B(X))=0 folgt, - Vs,
dass die Summe aller magnetischer Fliisse in Magnetischer Fluss @ = f (B(X),1)dA = mlT I
einem Knotenpunkt Null ist. 4
. _Vu_|Am|,
Magn. Widerstand / Reluktanz Rm =—=|—|2 R
o Vs
. -~ 9D ,=
. ) Hds=oe=[[|7+5=|ds 1 S| a
Maschengleichung: Aus 92 ’ g ot Magnetischer Leitwert A = — 2{ } =G
folgt dass die Summe aller magnetischer R, Am
Spannungen in einer Masche die magnetische Energie W=V -@ :[ =P

. . -
Durchflutung ist. Baut man diese Durchflutung Vs Z V. =6
als Spannungsquelle in die Masche ein, so kann
wie im elektrischen Kreis gerechnet werden. In allen Schaltungstopologien anwendbar???

Hopkinsonsches Gesetz: V, =R, -®

Spule als Kopplung
5 Eine Induktivitdt kann als Kopplung zwischen elektrischem - und magnetischem Kreis aufgefasst
I C> ) werden. Diese ist durch Kettenparameter beschreibbar:
U D (o) ioN N Die Matrix folgt aus dem
C> (U) _ (1) 10 ' @) - (@) . 01_ ( U| Durchflutungs- und Induktions-
° o \I] |+ 0 ||lo @) |— Of|I] gsez g=N. o)
N oN O=N-I U=—-N aﬁ—t

Bei der Herleitung ist zu beachten, dass innerhalb der griinen Spulenmasche die Kirchhoffsche Gleichung nicht gilt, da das elektrische
Feld hier nicht wirbelfrei ist; die induzierte Spannung entlang des griinen Weges (Wicklungsrichtung beachten!) zeigt bei steigendem ®
entgegen der Stromrichtung und U ist in eingezeichneter Richtung positiv!

GeméilB den Gleichungen fiir Kettenparameter® kénnen einzelne Bauteile durch das Zweitor hindurch projiziert werden:

Elektrischer Widerstand | Magnetischer Widerstand | Kapazitt Die Spule ist eine gyratorische Kopplung,

Elektrischer Krei 5 das heiBt, ist eine Impedanz Z auf einer
ektrischer Kreis ] ] i : : .
R X, =iol=iw X.=-— Seite parallel zum Zweitor geschaltet, so Z

w C |nach der Projektion auf der anderen Seite
in Reihe geschaltet und umgekehrt.
Magnetischer Kreis ioN? Ein Kurzschluss auf einer Seite wird zu

R

“.N>.C
R m —@ N offenen Klemmen auf der anderen Seite!

m

Transformator

Idealer, einphasiger Transformator: Beim idealen Transformator wird angenommen, dass weder in den

i
0

Wicklungen, noch im Kern Verluste auftreten und dass der gesamte magnetische Fluss durch beide Tija =

S| O

Wicklungen geht. Eine Impedanz kann mit Z*= Z-i’ von der rechten auf die linke Seite transformiert
werden.

Realer, einphasiger Transformator:

(0]

h

==

Magn. Widersténde
L., R, U l werden in den el. Kreis
o

T
'__Z
2

transformiert, N; und
N, verschmelzen.

. o | Rechter, el. Kreis
L* R* l wird durch i trans-

formiert, L,; und
L*, verschmelzen.




Im letzten Schaltplan ist Rr. hinzugekommen, welcher ndherungsweise die Hystereseverluste im Kern darstellt. R; und R; sind die
Widerstinde der Spulenwicklungen, Ls; und Ls, die Streuinduktivititen und L, die Haupt- bzw. Kopplungsinduktivitit. Gemif3 den
Transformationsbedingungen gilt:

NN N 1, 2N 2N N
u=-—-— o1 = 02 = — 2t ha = h2= h= 2 =U kR
N2 Rm,ol Rm,oz u Rm,h Rm,h Rm,h
_N,®, N1'(Ah+Aal)'@1 _ _ Ny D, L,
Der Transformator besitzt Selbstinduktivititen: 1~ I, I, =Ly+L, L= I, Loa* i
_ NP, Ny k;P,, N0, A, _ _ Ny @, _
und Gegeninduktivititen: M= I, I, - I, =Ny NyAy = My, = 1, M

Dabei ist @1, der von Strom I, hervorgerufene Fluss durch Spule 1 und ®», der durch Strom I, hervorgerufene Fluss durch Spule 2 (®»;
und ®;; dquivalent); demnach gilt @,= @,,+®,,. Man sieht, dass im Falle linearer, magnetischer Leitwerte M, und M,; gleich sind.

kz'L1
N;

k :&_ Ah CDZ1_ Ah

K = k,-L,
! (DZZ B Ah+A02 und o, Ah+Aal v

N

heiBen Flusskoppelfaktoren und es gilt: k,"L,= N:-A, — Ai=4,4,=

D

11

M =N,-N,+{ A; =\ kykyL,-L, =k-\ L,-L, mit gemeinsamen Kopplungsfaktor k = k,-k, . Wozu Streufaktor 0 = 1-k*???

Fir die Gesamtmatrix ) Z, . ,Z,
+— +Z.+ i . i
des realen . _ |z, Tz, U (1) it Z1= RitioL, 7 = Rp il
. real — : h— .
0 = — R* 4] *
Transformators in 1 1+é i 22 =R 2+1w]_, 52 RFe+lo)Lh

Kettenparametern gilt: Z, zZ,



Leistungselektronik

Dual Active Bridge ol i, i,
Eine Dual Active Bridge besteht aus einem
Transformator mit signifikanter r r r r

. [ [ e N,:N
Streuinduktivitit sowie einer Vollbriicke auf Sj‘— S;“— L _ Sj‘— Sj‘— ore .
jeder Seite. Der Einfachheit halber wird die 2 I
Hauptinduktivitit nicht betrachtet und der U, *uacl u‘ac 2* U,

ideale Transformator von der Streuinduktivitit
getrennt und aus der Schaltung

. . r r r r
herausgeschoben, sodass im Folgenden nur die _‘u 4-‘ 4@ _‘-,
. . . . S L S L S L S L
transformierten GréBen I'y; und U‘q, betrachtet 12 14 22 2.4
werden miissen. o

Eine Dual Active Bridge kann in unterschiedlichen Betriebsmodi betrieben werden. Typisch sind:

Phase Shift Operation, bipolar mode:
* Bipolar heiBt hier, dass ua; und u'sco immer +/- Uq; bzw. Uy, ist

(von der Deadtime abgesehen).

* Bei der phase shift operation betrigt der dutycycle beider

Vollbriicken immer 0,5.

; T (o 1
iy =7 U gyt s(Ug=U"
L,pp Lo T d2 2 ( dl dZ)
Die innerhalb einer Periode von der Sekundirseite o
aufgenommene Gesamtenergie betragt: 5\2 i:gelc«:eubertragung WW__
T2U4U'sy 9:(m—9l)
Wpri-)sec: 27-[2,LG (pE[—ﬂ..n] 4 | N I \
_ _ T
Probleme: w2 w2 0]
» groBe Stromflankensteilheit, da uy, max = Ua1 + Uap sein kann 1
* hoher Anteil an Blindleistung
Triangular modulation, unipolar mode:
* Unipolar heil3t, dass U1 und Ua, zusétzlich einige Zeit Null ®
sein diirfen (z.B. S1,+S14 geschlossen). i o
A y\ e UAC, 1
Definition: u, ist insgesamt fiir j'T positiv (Uy), fiir weitere | \ — U'ac,2
T 1 s L
)\ -
5T negativ (-Uy) und firr (1—2)-T Null ~ .~ N _ T
* Definition: die Pulse von u‘,. auf der Seite mit niedrigerer 9 0,25 0.5 0.75 1
Spannung (hier A,) liegen symmetrisch um %T und %T. |
 Die Mittelpunkte der anderen Seite (hier A, / kiirzere Pulse) _|
sind um ZiT dazu verschoben; ¢ wird dabei so gewéhlt, B
T Energietibertragung Wi—sec:
dass U1 und U entweder gleichzeitig an oder gleichzeitig aus gehen - @ ==+ n-( A— )\1) , 1 W/W
wobei bei + (gleichzeitig an) Energie von der Seite mit der hheren Spannnung zur Seite mit fmax
der niedrigeren Spannung transportiert wird und bei - (gleichzeitig aus) umgekehrt. Werte 0,5
dazwischen wéren sinnlos, da dies nur Blindleistung erzeugen wiirde.
AU 0
* Bei der triangular modulation ist i, zu Beginn und am Ende der Pulse Null — . =T ,ddlz 0 0, o5 A, 0: 5
* Bei Uy = U's kann keine Energie transportiert werden! max AL A, )<1/2

Die innerhalb einer Periode von der Sekundérseite aufgenommene Gesamtenergie betrigt:

W TV hUn=Usn)
pri->sec LG.Udl 2

0..% fiir Ud1 > Ud2 und @ =+1-(A,—A,)




Trapezoidal modulation, unipolar mode:

* Bei der Trapezoidal Modulation wird die Spule/der Trafo zuerst
mit nur einer Spannung (Hier die Primérseite, um Energie zur
Sekundéirseite zu transportieren) vorgeladen. Dann wird die
andere Spannung zugeschaltet und lénger angelassen, bis die
Spule entladen ist. Die Pulse der Primérseite (die Energie liefert)

liegen Symmetrisch um %T bzw. %T.
A _U'n

uac,1
— 'ac,2
— L

y t/T

T . I
) /0|1 02 03 04 05 O

ofz os oo 1

* Die Strompulse beginnen bei 0 und enden bei 0 — T
2 d1

* Die Strompulse dauern je eine halbe Periode, der Strom bleibt

m-A-Ug,

d2

Die innerhalb einer Periode von der Sekundérseite aufgenommene Energie betragt:

Wpri—) sec—

U'a U's,
2(U " p+Uyy) "2 Uan

A E

Die maximale Energieiibertragung erfolgt bei

Udz‘(Udl"'U 'd2)

2'(4'Ud12')\i+4'Ud1'U 'dz')\l‘()\l_l)"'U 'd22'(2')\1_1>2)

%

Energietibertragung W pyi—sec:

W/Wmax r

0,5

O 1 T 1
0 0,25 5 05

TZ'Ud12'U'd22

A= und betragt W, =

2'(Ud12+Ud1'U'd2+U ’dZZ)

Gate Driver

4Ly (Ug’+U 40U g+ U ')

Gate treiber sind Verstirker, die die Signale des Controllers in Gate-Spannnungen, die zu den verwendeten Transistoren passen,

umwandeln. Gate Treiber sollen das Gate moglichst schnell auf- und entladen und sind daher so nah wie moéglich am Halbleiter zu

platzieren. Zusitzlich isolieren die meisten Treiber die Gate-Seite von den Signalen. Dadurch kénnen z.B. auch Transistoren auf héherem

Potential angesteuert werden.

 Falls die Versorgungsspannung zusammenbricht, muss der Treiber sicher abschalten (Supply undervoltage lockout)

» Halb- und Vollbriickentreiber miissen sicherstellen, dass niemals beide Transistoren an sind (Signal Conditioning, ggf. dead time

insertion)

Des weiteren werden ggf. Schutzmechanismen benétigt:

Beim Abschalten von Stromfiihrenden Halbleitern konnen parasitére
Induktivititen eine Spannungsiiberhdhung am  Halbleiter
verursachen. Einige Halbleitertypen werden dadurch beschiadigt.
Soft/Two-Level-Turnoff
Beim TLTO wird die Gate-Spannung zun&chst bis kurz vor die
Threshold-Grenze reduziert, damit sich Uberspannungen langsam
abbauen kénnen.
* Verschlechtert den Wirkungsgrad, auch wenn Uberspannungen
nicht immer und in gleicher Hohe auftreten
Active clamping
Eine Kombination aus Diode und Z-
Diode wird zwischen Gate und
Drain/Collector eingefiigt. Ist die
Spannung an D/C zu hoch (nah an
der Breakdown-Voltage), flie3t
dariiber Strom in den Treiber und
steuert den Transistor ein Stiick
weit auf. Ggf. werden daher bewusst
verschiedene Widerstédnde Rg,, und
Re,of verwendet.
* Energie aus D.,-Strom geht verloren. Fortschrittliche Treiber
erlauben es, ip, zu erkennen um dann von sich aus eine Art TLTO
auszuldsen.

Gate supressor diodes

Sehr schneller Anstieg von Ve / Vps,
insbesondere bei Kurzschliissen, kann iiber
parasitire Kapazititen eine (zu) hohe
GS/GE-Spannung influenzieren.

Diese kann mit einer Supressor-Diode
unterdriickt werden.

Desaturation / short circuit detection
Wenn im eingeschalteten Modus ein
Kurzschluss auftritt, gehen
insbesondere IGBTs in Sittigung |
und die Spanung am IGBT steigt |
signifikant an.
Ein zusitzlicher Schaltkreis kann
dies erkennen und den IGBT dann
abschalten.

Dieser Schaltkreis muss nach dem Einschalten einige Zeit
deaktiviert bleiben, da Spannungsiiberh6éhungen nach dem
Einschalten normal sind.
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Informationsiibertragung

Netzwerke

Fir die meisten Netzwerke existiert eine Zerlegung in unterschiedliche Schichten, von denen jede bestimmte Aufgaben hat. Dabei
existiert fiir die Verbindung von zwei Teilnehmern der gleichen Schicht ein Protokoll und jede Schicht bietet der Dariiberliegenden einen

Service.

0SI-Model: Physical Layer:
7 Application Layer Der Physical Layer organisiert die prinzipielle Kommunikation zwischen zwei oder
6 Presentation Layer DoD-Model: mehr Endpunkten. Im Physical Layer wird geregelt, ob die Kommunikation Half-
5 Session Layer 4 Process Layer oder Fullduplex Leitungen verwendet, also ob zum Senden und Empfangen
4 Transport Layer 3 Host-to-Host Layer verschiedene Leitungen/Kanéile zur Verfiigung stehen.
3 Network Layer —|2 Internet Layer Mit Hilfe von Autonegotiation koénnen im Physical Layer Duplexverfahren und
2 Data Link Layer 1 Network Access Layer | Ubertragungsgeschwindigkeit zwischen den Teilnehmern ausgehandelt werden.
1 Physical Layer Heute ungebriuchliche Halfduplex-Verfahren ermoglichen den Einsatz

sogenannter Hubs, also Verbindungsstellen, die eingehende Signale direkt
verstirken und an alle Teilnehmer weiterleiten. Die dafiir notwendige Kollisionserkennung ist nicht Aufgabe des Physical Layers. Er
bietet als Service fiir hohere Layer lediglich das Senden und Empfangen von Bits und tibernimmt die Signalmodulation, sowie erste
Fehlerkorrekturen und -vermeidungsstrategien. Einfache Modulationen sind:

*  Binary Encoding: Auch NRZL (No Return to Zero Level); ein Signal ist 101 0 0 0 1 1 10 1
High fiir 1 und Low fiir O, nicht selbstgetaktet / bendtigt synchronen
Taktgeber bei Sender und Empféinger; im Falle elektrischer Impulse NRZL
muss ein fest definiertes Potential gegeben sein; 1 Bit/Symbol. — — — M —
*  Return to Zero: Auch RZ; zwischen High und Low existiert ein Zero- RZ
Zustand, nach jedem Bit wird zu Zero zuriickgekehrt; erfordert drei | | | L L | |
fest definierte Potentialzustinde; 0,5 Bit/Symbol. | | s
*  Manchester Encoding: Jeder Takt besteht aus zwei Teilintervallen I1, chﬁi:;
12; eine 1 wird durch einen Sprung von High auf Low zwischen I1 und
12 iibertragen, eine O durch Sprung von Low auf High (Oder genau M Di{lf- INER 1 ] [ [ [
anch.

umgekehrt bei Ethernetstandard); im Falle elektrischer Impulse muss
ein fest definiertes Potential gegeben sein; 0,5 Bit/Symbol.

*  Differential Manchester Encoding: Unterteilung der Symbole wie oben; in jedem Takt findet Sprung zwischen I1 und 12 statt, ein
konstanter Pegel am Beginn des Takts signalisiert 1, ein Sprung am Beginn signalisiert O (Oder genau umgekehrt je nach
Standard); eine Ubertragung iiber galvanische Trennung ist méglich; 0,5 Bit/Symbol.

Typische Fehlervermeidungsstrategien sind:

* Gray Code: Zeitlich oder messtechnisch benachbarte Symbole unterscheiden sich nur um 1 Bit, sodass besonders
wahrscheinliche Fehler weniger stark ins Gewicht fallen

 Interleaving: In der Realitit werden bei einer Stérung der Ubertragung meist mehrere, aufeinander folgende Symbole gestért
(Burstfehler); durch Interleaving werden die Bits in einem gréReren Intervall vor der Ubertragung gemischt, sodass trotz
Burstfehler am Ende nur einzelne Bits in einer groen Datenmenge fehlerhaft sind und durch die Fehlerkorrektur korrigiert
werden kénnen.

«  Forward Error Correction: Auch FEC, einfache Verfahren, um Fehler wihrend der Ubertragung zu korrigieren, etwa indem jedes
Bit 3x gesendet wird.

Data Link Layer:
Der Data Link Layer ist in zwei Sublayer geteilt, deren genaue Definition jedoch nicht Teil des OSI-Modells ist:

*  Media Acces Control Sublayer: Verhindern, dass mehrere Teilnehmer gleichzeitig einen Kanal benutzen; notwendig bei Halfduplex
oder Token Ring Strukturen.

*  Logical Link Control Sublayer: Fehlererkennung.

Im Data Link Layer werden Daten aufgeteilt in sogenannte Frames mit einer definierten minimalen und maximalen Liange. Ein Frame ist
iiblicher Weise wie folgt aufgebaut:

]Start DLEIDestination MACI Source MAC | Optional Info z.B. VLAN-Tag / Token Check Seq

Um die gesendeten Daten von den Frame Headern abzugrenzen gibt es folgende Moglichkeiten:

* Senden einer Lingenangabe vor dem Datenblock - Problem: Sender und Empfinger werden im Falle eines Fehlers in der
Langenangabe desynchronisiert



e Senden eines Delimiters (DLE) nach dem Datenblock. Eventuell vorhandene Delimiter im Datenblock miissen kodiert werden:
o Charakter Oriented: Vor jedem DLE im Datenblock wird ein zweiter DLE eingefiigt

o Bit Oriented: Als Delimiter wird eine Folge von z.B. 6 Einsen gewdhlt, Sender fiigt im Datenblock nach 5
zusammenhéngenden Einsen eine Null ein, Empfinger entfernt eine Null nach 5 Einsen.

* Invalid Charakter im DLE verwenden. Wenn im Physical Layer z.B. Manchester Encoding verwendet wird, kann ein konstanter
Pegel wihrend eines kompletten Taktes benutzt werden, bei Return to Zero kann in einem Takt nicht auf Zero gesprungen
werden. Solche Verfahren stellen eine Verschmelzung von Physical - und Data Link Layer dar und sind somit eine Verletzung des
OSI Modells.

Im Data Link Layer besitzt jeder Teilnehmer eine eindeutige MAC (Im Falle von Ethernet ist dies eine 6 Byte groBe Zahl, die
Hardwareseitig fest implementiert ist). Anhand der MAC (Die in jedem Frame als Ziel gesendet wird), kann ein Teilnehmer erkennen, ob
der Frame fiir ihn bestimmt ist. Die MAC-Adresse FF-FF-FF-FF-FF-FF (Alle Bits 1) ist die Broadcast-Adresse.

Access Control Procedures:

Insbesondere bei dezentralen Halfduplex-Verbindungen muss sichergestellt sein, dass nicht zwei Teilnehmer gleichzeitig senden
(Kollisionserkennung). Hierfiir gibt es folgende Random Access Konzepte:

*  Aloha (Purge / Slotted)
* CSMA (1-/ p-/ non-persistent)
* Binary Exponential Backoff

Alle diese Verfahren haben beziiglich QoS den Nachteil, dass im Worst-Case immer mehrere Stationen versuchen, zu senden. Die
Alternative hierzu sind Coordinated Access Konzepte:

* Polling
« TDMA

e Token
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